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PRESENTACION

No es facil la Combinatoria. Por eso, la hoja de calculo, los conteos
ordenados y las simulaciones ayudan mucho a su comprensiéon. En
este documento hemos omitido los aspectos teéricos, breves y muy
conocidos, prefiriendo en su lugar la resolucién de problemas y
cuestiones.

Los problemas combinatorios resultan. dificiles, y requieren
planteamientos ordenados y mucha atencién para resolverlos. Suelen
admitir varios planteamientos, lo que refuerza la certeza de haberlos
resuelto bien.

En esta edicién se han anadido los temas Funcién parking y Rachas de
digitos.

Como advertiremos en todos los documentos de esta coleccion, el
material presentado no contiene desarrollos sistematicos, ni pretende
ser un manual tedrico. En cada tema se incluiran cuestiones curiosas o
relacionadas con las hojas de calculo, con la unica pretensién de
explicar algunos conceptos de forma amena.
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PROBLEMAS

COMBINADO DE MURCIELAGO

La palabra MURCIELAGO ha sido usada tradicionalmente para la
codificacién en pequefios comercios, por tener diez letras distintas (5
vocales y 5 consonantes) que se pueden usar para representar las
cifras de 0 a 9 en una asignacion decidida por cada comerciante: M=0,
C=1, E=2, etc.

Sobre ella se pueden plantear muchos problemas de distintos niveles.
Aqui hemos elegido tres:

(@) ¢De cuantas formas se pueden’ ordenar las letras de
MURCIELAGO, de forma que no caigan /todas las vocales seguidas?
(Se prohiben permutaciones como MRCOAEIULG)

(b) oY si deseamos que ‘nunca aparezcan vocales consecutivas,
aunque solo sean dos? (Deseamos que todas estén separadas)

(c) &Y si, por el contrario,/deben estar las cinco vocales consecutivas y
en su orden natural?

Se pueden inventar mas, pero la Combinatoria cansa mucho.



COLOREANDO EL TABLERO

¢De cuantas formas se puede
colorear un tablero de ajedrez
usando solo los colores Blanco y
Negro, de forma que cada
cuadrado del mismo, de dos
casillas de lado, contenga dos de
ellas coloreadas en blanco'y las
otras dos en negro?

Para encontrar la solucién puedes considerardas formas de rellenar de
color la primera fila y cémo influye su contenido en las demas filas de
mas abajo, cumpliéndose la condicion de que cada cuadrado de 2 por
2 contenga dos casillas blancas y dos negras.

Aqui la hoja de célculo te puede ayudar a visualizar cada situacion,
como puedes observar en' la imagen adjunta. Puedes usar el
“deshacer” para ir viendo posibilidades

¢, Cuantas formas de colorear pueden existir?

SUMAS GENERADAS CON TRES CIFRAS

Consideramos los numeros enteros menores que 1000, desde el 000
hasta el 999. Para cada uno sumamos sus cifras y obtendremos una
suma S. Encuentra un valor de S para el que hay exactamente 63
numeros que la producen.

Tres ayudas:

Para suma S=4 hay 15 numeros que la producen, desde 004 hasta
400.



Para suma S=15 tendremos 69 soluciones.

Te puede ayudar este esquema de decisién, si llamas A a la primera
cifra

51:El nimero de

Casos es...

MO:ZEs 5-A=187 NO:El nimero

O Casos 8.

Sliimposible

Y una curiosidad:

Si representamos el numero de soluciones)para cada valor de S entre
0y 27, nos resulta esto:

¢ Te recuerdaalgo?

FRONTERAS EN UN TABLERO

Partimos de un problema

Se tiene un tablero cuadriculado de 10 por 10 casillas. La mitad de sus
casillas se pintan de blanco, y la otra mitad de negro. Un lado comun a
dos casillas en el tablero se llama lado frontera si estas dos casillas
tienen colores diferentes. Determinar el minimo y el maximo numero de
lados frontera que puede haber en el tablero (propuesto en la OMCC).

Unas cuestiones se nos ocurren a partir de este poblema:
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a) ¢Son posibles soluciones del problema todos los numeros
comprendidos entre 10 y 180, o existe algun valor que nunca se
produce?

b) ¢De cuantas formas se pueden elegir los cincuenta cuadrados que
se pintan de negro?

La solucion es 1008913445455641933334812497256.

c) ¢Se podria organizar alguna simulacion con ordenador? Se
plantearian dos problemas:

c1) Si rellenamos aleatoriamente cincuenta cuadrados con color negro,
habra que tomar nota de los que ya poseen ese color antes de elegir el
siguiente (que debera ser blanco)

c2) Deberemos disefar un procedimiento que recorra todos los bordes
interiores de los cuadrados del tablero y'lleve la cuenta de los que
unen cuadrados de color diferente.

C3) Se podria completar con. la estimacion de la media

Estudialo antes de seguir leyendo.
Respuestas

Por si no lo has intentado te ofrecemos dos versiones (Excel y
OpenOffice.org) en la direccion

http://hojamat.es/blog/lineafront.zip

Si entras en el editor de Basic podras analizar los algoritmos
empleados. Son muy instructivos.

Nosotros hemos programado una serie de 500 simulaciones, lo que
nos ha dado una estimacién de 91,096 para la media de lineas frontera
y 6,128 para la desviacion estandar, asi como que soélo son
ligeramente probables los resultados centrales y altamente
improbables los extremos. De hecho, no han aparecido numeros de

lineas frontera inferiores a 66 o superiores a 111.
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Si lo deseas, pon tu hoja de calculo a "echar humo" para afinar los
resultados.

Aqui tienes algunas frecuencias centrales que hemos obtenido:

90 32 6,40%
91 25 5,00%
92 34 6,80%
93 35 7,00%
94 29 5,80%
95 25 5,00%
96 17 3,40%
97 19 3,80%
98 16 3,20%
99 16 3,20%

El problema propuesto equivale a repartir 50 bolas en 100 cajas, de
forma que

No puede haber mas de una bola por caja.
Se considera que las cajas se distinguen unas de otras, pero que las
bolas son indistinguibles.

4d 4 /4 /A4

A A A
A A e
y V.Y Y

/

En la imagen se han repartido 5 bolas en 16 cajas sin que haya
ninguna caja con mas de una bola. Es facil ver que el numero total de
tales repartos es el numero combinatorio C16,5 ya que la operacién ha



consistido en extraer un subconjunto de 5 elementos en un conjunto de
16, lo que constituye la definicion de combinaciones sin repeticion.

En el problema que nos ocupa de colorear 50 cuadrados negros en un
cuadrado de 100 la solucién sera C100,50 = 100!/(50!*50!) =
1008913445455641933334812497256

Este modelo concreto de cajas y bolas (bolas indistinguibles y no mas
de una bola por caja) tiene otras muchas aplicaciones:

Loterias

En la Loteria Primitiva de Espafa se extraen seis bolas de un-total de
49, que es lo mismo que acomodar seis bolas indistinguibles en 49
cajas numeradas. Quizds no hayas entendido la frase anterior.
Repasala. Es como si en el sorteo tuvieramos un tablero de 49
numeros y marcaramos con una X los premios que han salido. Por
tanto, el nimero de posibilidades es el'nimero combinatorio C49,6 =
13983816

Este mismo modelo concreto de cajas y bolas nos servira, pues, en
todos los sorteos que se efectien mediante extracciones y en los que
no influya el orden de los resultados.

Permutaciones con repeticiéon

El ejemplo de_las. 5 bolas alojadas en 16 cajas también se puede
interpretar como que los simbolos VACIA, LLENA se han permutado
de todas las formas posibles, tomando 11 veces VACIA y 5 veces
LLENA, luego podemos usar numeros combinatorios también en este
caso de‘permutaciones de dos elementos con repeticion y numero de
apariciones fijado para cada uno.

En el ejemplo del tablero de 10 por 10, serian permutaciones de 50
cuadros negros y 50 blancos. Segun lo que sabemos de Combinatoria,
su numero seria 100!/(50!*50!), que coincide con la solucién propuesta
del numero combinatorio C100,50.

¢, Qué cambiaria si las bolas fueran distinguibles?
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COMBINATORIA CON COMPROBACION

Los problemas de Combinatoria resultan muy dificiles en la Ensefianza
Media. Requieren orden y sentido comun y, en menor medida, el
conocimiento de los principios fundamentales y las férmulas de
variaciones, combinaciones o permutaciones. El uso de los diagramas
de arbol facilita la tarea, pero siempre hay ramas que “se pierden”.

El poder comprobar un problema después de encontrar una solucién
da seguridad si ha sido bien resuelto y posibilidad de rectificacion en
caso contrario. Para este fin hemos usado durante muchos’ afios
distintas versiones de nuestro programa Combimaq. Usaremos hoy la
versién para hojas de calculo.

Problema: Se desea disefiar una nueva bandera constituida por cinco
barras verticales que tengan como fondo uno.de los tres colores azul,
verde o amarillo. No se quiere que un mismo color sirva de fondo a dos
barras consecutivas. ;Cuantas banderas distintas se pueden disenar
con estas condiciones?

Intenta encontrar la solucién, que no resulta muy dificil.
Comprobacién

Puedes  descargarte Combimag en una de sus versiones, para
OpenOffice.org Calc o para Microsoft Office Excel 2003, en las
direcciones

http://www.hojamat.es/sindecimales/combinatoria/herramientas/hoja/co
mbimaq.ods

http://www.hojamat.es/sindecimales/combinatoria/herramientas/hoja/co
mbimaq.xls
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En su primera hoja debes definir el numero de simbolos, si importa el
orden o no, etc.

En la segunda has de definir la condicion de que no haya dos colores
consecutivos iguales. Para ello activa la casilla de Condicion de tipo
algebraico (y desactiva las demas) vy rellena con la férmula adecuada:

(SU1#SU2)*(SU2#SU3)*...

Es decir: El primer elemento es distinto del segundo, y éste del tercero
y... Lo dejamos asi para que lo completes tu.

La solucién es el producto de dos numeros pares consecutivos.

12



TEORIA Y CURIOSIDADES

FROBENIUS Y LOS MCNUGGETS

Un numero entero positivo “McNugget’, es aquel que es expresable
como combinacion lineal, con coeficientes enteros no negativos, de los
numeros 6, 9 y 20. Se llama asi porque 6, 9 y 20 eran los-contenidos
de las cajas de McDonald's® Chicken McNuggetsTM.

Hay numeros que son “McNugget”’, como el 30 = 2*9+2*6, que abarcan
un numero entero de cajas (un pedido normal), y otros que no pueden
serlo, como el 11, que no se puede descomponer en sumandos 6,9 y
20.

Este es un simpatico ejemplo de descomposicién de un entero N en
sumandos extraidos de un conjunto. (lista) L. Por ejemplo, el numero
10, segun la lista (5, 3, 1) se puede descomponer en

10= 5+5 = 5+3+1+1 = 5+1+1+1+1+1 = 3+3+3+1 = 3+3+1+1+1+1 =
3+1+1+1+1+1+1+1 = 1+1+1...

Las sumas las podemos expresar como combinaciones lineales:
10 = 2*5+0*3+0*1.= 1*5+1*3+2*1 = 1*5+5%1 =, ..

En el caso de los “McNugget”, los coeficientes serian, evidentemente,
el numero.de cajas que deberiamos pedir.

Generalizando, dado un conjunto de numeros enteros positivos a,, a,,
as,...a,, diremos que otro entero positivo N es representable segun
ese conjunto si existen coeficientes enteros no negativos x4, X2, Xs,...X,
tales que N= a;*xq+ax*xo+...a,*X,

Segun sea el conjunto ay, ay, as,...a, sera distinta la discusion de si
todos los enteros positivos N son representables en ese conjunto. Nos
referiremos a partir de ahora a aquellos en los que MCD(a,, a,
as,...a,)=1, es decir, que sean coprimos, aunque no necesariamente
dos a dos.
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Este problema es llamado también de las monedas, porque equivale a
discutir si una cantidad de dinero se puede expresar solo con dos o
tres tipos de monedas (o de billetes, o de sellos).

Se puede demostrar que para numeros N grandes es posible siempre
esta expresion de un numero como combinacion lineal de este tipo
(uno de los teoremas de Schur). Existira, por tanto, un niumero que sea
el mayor para el que no se cumpla, que no sea representable en ese
conjunto. Este es el llamado numero de Frobenius. Por ejemplo, en los
McNugget, el numero de Frobenius es 43, porque es el mayor de los
numeros no representables con 6, 9 y 20. Todos los mayores-que €l lo
son.

Encontrar el numero de Frobenius para un conjunto de varios numeros
primos entre si es un problema muy complejo (tipo NP-hard) que
sobrepasa los objetivos de este blog, dedicado a las cuestiones de
nivel medio.

No obstante, podemos hacer alguna propuesta sobre él.

(a) El que un numero N suficientemente grande sea representable
siempre lo podemos razonar para el caso de dos coeficientes. Sean A
y B enteros positivos primos entre si. Sabemos que entonces la
ecuacion Ax+By=N siempre tiene solucion: X,=pN-Bt Y,=qN+At, siendo
P Y q una solucién‘de Ax+By = 1 y t un parametro. Lo que tienes que
investigar es si-para N suficientemente grande, X, € Y, pueden ser
ambos no negativos. Pues a por ello.

Con la ayuda de la hoja de calculo también se puede investigar algun
aspecto de este problema:

(b) Nuestro Buscador de Numeros Naturales permite encontrar
numeros que sean suma de multiplos de otros. Asi, los numeros
McNugett seran suma de multiplos de 6, 9 y 20. De esta forma puedes
comprobar que el numero de Frobenius para ellos es 43.

Sigue estos pasos:
Abre el Buscador de Naturales para Calc en

http://lwww.hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herramientas/hoj
as/buscador.ods

o para Excel en
14
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Borra las condiciones con el botdon correspondiente y disefia una
busqueda como suma de multiplos en “Suma Especial’ guiandote por
la siguiente imagen (escribe SI, M6, M9...)

3. Especiales

[ Lee bien las instrucciones |

Suma especial Sl

M6
M3
M20

oDOo@>

Concreta en la parte superior que buscaremos desde 1 hasta 200.
Pulsa sobre el botén “Buscar numeros” y obtendras una lista en la que
a partir del niumero 44 todos aparecen consecutivos, por lo que se
comprueba que 43 es el maximo que.no €s representable.

0+ 18+ 20
12+ 27+ 0
0+ 0+ 40
12+ 9+ 20
6+ 36+ 0
6+ 18+ 20
0+ 45+ 0
6+ 0+ 40
0+ 27T+ 20
12+ 36+ 0
0+ 9+ 40
12+ 18+ 20
6+ 45+ 0
12+ 0+ 40
6+ 2T+ 20
0+ 54+ 0
6+ 3+ 40
0+ 36+ 20
12+ 45+ 0
0+ 18+ 40
12+ 27+ 20
0+ 0+ 60

S2ELFREL B2 BEEL5508028E8

SUERNEBR ISR BNEREER

Silvester demostrd que para dos numeros a y b coprimos, su numero
de Frobenius equivale a

d(a,b)=ab-a-b.
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Puedes comprobarlo con el Buscador de Naturales. Borra condiciones
y disefia una busqueda sélo con dos multiplos, y podras observar que
su numero de Frobenius cumple la férmula de Silvester. En la imagen
puedes ver el caso de que a=11 y b=8, con lo que g(11,8)=11*8-11-
8=69, y a partir del 70 todos son consecutivos.

30 64 64+ 0

31 65 32+ 33
32 66 0+ 66

33 67 56+ 11
34 68 24+ 44
35 70 48+ 22
36 i 16 + 55

38 3 40+ 33
39 74 8+ 66
40 (k] 64+ 11
4 76 32+ 44
42 i 0+ 77
43 78 56+ 22
44 9 24+ 55
45 80 80+ 0
46| 81 48+ 33
47 82 16 + E6
48] 83 72+ 11
49 84 40+ 44
50 85 8+ 77

(c) Hemos preparado un modelo de hoja de calculo que encuentra
todas las posibilidades de representacion de un numero respecto a
otros varios. Por tratarse de un algoritmo voraz, puede tener algun
fallo, pero parece funcionar bien.

Problema de las monedas

Instrucciones en ofra hoja

Blsqueda |
|Pasos 3 Namero N

Coeficientes
42 7
23 21

Puedes descargartelo desde la direccion
http://www.hojamat.es/blog/mcnugget.zip

En la segunda hoja dispones de unas breves instrucciones

16



Notas

(1) Hemos usado coeficientes multiplicadores para engendrar los
distintos numeros considerados, pero no es necesario. Todas las
cantidades engendradas por sellos, monedas o cajas se pueden
considerar como elementos de un semigrupo engendrado por la lista
(siempre que sean coprimos) y el numero de Frobenius seria en este
caso el mayor entero que no perteneciera al semigrupo.

(2) Para experimentar con el numero de Frobenius en el aula se
pueden usar las puntuaciones de los deportes. Por ejemplo en el rugby
europeo por cada tipo de jugada (ensayo, transformacioén, castigo...)
se acumulan 5, 3 o 7 puntos (con un ensayo transformado) Su numero
de Frobenius seria el 4.

MULTICOMBINATORIOS
Todo numero natural m se puede expresar como un numero
combinatorio, porque

m=(1)=(n" 1)

Sélo una proporcion pequefia de numeros admite otra representacion
(o varias) en forma de numero combinatorio. Asi el 6 admite tres
representaciones

El nimero 35 admite cuatro
_(35\ _ (35\_ (7N _ (7
35*(1)* (34)* (3)* (4)
Los numeros 120 y 210 admiten seis representaciones. Aqui tienes las

de 120:
17



120)

120 = .

= (39)= ()= (7)=(3)= G

No hay muchos mas numeros entre los 10000 primeros que presenten
representaciones con tantas posibilidades. Sin embargo, existe un
numero de cuatro cifras, capiclua, que se puede representar de ocho
formas diferentes.

¢, Cual es?

UNA CONCURRENCIA

Resultan muy interesantes las concurrencias -entre métodos,
representaciones o técnicas. Ahi tenéis una:

¢ Qué tiene que ver esta imagen

y con este experimento?:

18



Toma un numero cualquiera, lo descompones en dos sumandos como
quieras, y multiplicalos. Vuelve a descomponer los sumandos al azar
en otros dos mas pequerfios y vuelve a multiplicarlos. Sigue asi con
todos los numeros mayores que 1. Lo hagas como lo hagas, si sumas
todos los productos obtendras siempre la misma suma. ¢ Cual? ;Coémo
se demuestra?

Ejemplo:

12 = 7+5 (7*5=35)

7=5+2 (5*2=10) 5=4+1 (4*1=4)

5=3+2 (3*2=6) 2=1+1 (1*1=1) 4=2+2 (2*2=4)

3=2+1 (2*1=2) 2=1+1 (1*1=1) 2=1+1 (1*1=1) 2=1+1 (1*1=1)
2=1+1 (1*1=1)

Suma = 35+10+4+6+1+4+2+1+1+1+1 = 66

12 = 6+6 (6*6=36)

6=5+1 (5*1=5) 6=3+3 (3*3=9)

5=3+2 (3*2=6) 3=2+1 (2*1=2) 3=2+1 (2*1=2)

3=2+1 (2*1=2)2=1%1 (1x1=1) 2=1+1 (1*1=1) 2=1+1 (1*1=1)
2=1+1 (1¥1=1)

Suma =36+5+9+6+2+2+2+1+1+1+1 = 66

19



SUBFACTORIALES

El otro dia vi en Wikipedia esta curiosa igualdad:
148349=11+14+18+13+14 +19
en la que el simbolo jn se interpreta como subfactorial.

¢ Qué es un subfactorial?

Desarreglos

Dentro del grupo de permutaciones son interesantes aquellas llamadas
desarreglos, en las que la imagen de cada elemento _es distinta del
mismo. Por ejemplo, S=3412, es un desarreglo, pues S(1)=3, S(2)=4,
S(3)=1, S(4)=2. Un ejemplo clasico es el de las cartas a las que se
asignan sobres con la direccion ya escrita, y si se emparejan al azar,
los desarreglos se producirian cuando todas las cartas se metieran en
un sobre inadecuado (Problema delos sobres o de Montmort)

Si llamamos S a un desarreglo, se debera cumplir que S(i) sea distinta
de i para todo i del conjunto.

Para conseguir<su férmula es mejor contar las permutaciones
contrarias F, es decir, en/la que existe algun elemento fijo S(i)=i. Basta
considerar que las que dejan fijo un sélo elemento son en total (n-1);,
las que dejan 2, (n-2)j, ... pero cada una debera ser multiplicada por las
formas de elegir un elemento, o dos, o tres, etc., es decir las
combinaciones delos elementos que son fijos. Por el principio de
inclusion-exclusion quedara:

P= ()60 (o2 ()9 ()

El nimero de desarreglos D equivaldra a la diferencia de F con el
numero total de permutaciones, luego quedara:

Dp=nl—()a-r+ () m-2-(G) -3+ 0 ()
gue se suele escribir mas bien de esta forma:
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El resultado de esta féormula recibe también el nombre de subfactorial,
y se representa por !n.

El paréntesis es el desarrollo del numero 1/e truncado por los términos
que dan cocientes enteros con n! Por ello podemos interpretar esta
férmula como "el numero entero mas cercano a n!/e"

Una propiedad importante de D, , derivada de la férmula anterior, es
que tiende al limite (1/e)n! = 0,36787944n! cuando n_tiende a infinito.
Por tanto, para valores grandes de n podemos suponer que un 37% de
las permutaciones de un conjunto de n elementos son desarreglos.

D, también se calcula mediante recurrencias (Euler). Se puede
demostrar que D, = nD,4+(-1)" (Ver Soluciones), lo que unido a que
D=0 y D=1 nos da la lista de los primeros subfactoriales: 0, 1, 2, 9,
44, 265, 1854...porque 9=2*4+1: 44=9*5-1; 265=44"6+1...

Notas

(1) Euler dio otra férmula de recurrencia para D,:
Dn=(n-1)*(Dy.1+Ds2)

¢, Cémo demostrarla a partir de la anterior? (Ver Soluciones)

(2) Para calcular el valor de un subfactorial podemos usar esta férmula:

[

Donde el corchete se interpreta como el entero mas préximo.

(3) Todo lo anterior permite implementar la funciéon jn en hoja de
calculo. La forma mas simple es la de usar la féormula

=REDONDEAR(FACT(“Celda del numero n”)/EXP(1);0)
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Si deseas repasar técnicas de Basic, puedes también incorporarla
como funcién a tu hoja de calculo. En el Apéndice se incluyen dos
versiones de codigo distintas.

JUGAMOS CON SIDON Y GOLOMB

Regla de Golomb

Se le da el nombre de Regla de Golomb a un conjunto de marcas
sefaladas en una regla imaginaria, tal que todas las diferencias entre
marcas sean distintas. Por ejemplo, estas:

Las seis marcas presentan las quince diferencias 1, 2, 3,4, 5,7, 8, 9,
10, 11, 12, 14, 16, 17 y 19 distintas. Se llama orden de la regla al
numero de marcas, en este caso 6, y longitud a la mayor diferencia
entre ellas, 19 en el ejemplo.

Como lo importante del tema.son las diferencias, se suele hacer
coincidir la primera marca con el 0. De esta forma, la anterior regla
quedaria asi:

Estas marcas poseen las mismas diferencias, pero no abarcan todas
las posibles medidas. Por ejemplo, con esta regla no se podria medir
una distancia (diferencia) de 13. Una regla que mida todas las
longitudes posibles recibe el nombre de perfecta, y si es la mas corta
dentro de su orden, 6ptima. Por ejemplo, {0, 1,4.6} forman una regla
perfecta, pues se pueden medir con ellas las longitudes 1, 2, 3, 4,5y 6.

No profundizaremos mas en este tema, porque nuestro objetivo es
otro. Hay muchas paginas web que estudian este tipo de reglas.
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Conjunto de Sidon

Un conjunto de numeros naturales se llama de Sidon cuando todas las
sumas posibles entre sus elementos son distintas. Por ejemplo {3, 5, 8,
9} produce las sumas 8, 11, 12, 13, 14 y 17.

Se puede demostrar que un conjunto finito de Sidon es también una
regla de Golomb, y a la inversa (si se prescinde del convenio de
comenzar por cero). Por tanto, un conjunto finito es de Sidon si
produce diferencias entre sus elementos todas distintas.  Intenta
demostrarlo, que no es dificil.

Muchos matematicos han estudiado estos conjuntos; entre ellos Erdds.
Una de las cuestiones que estudid fue la del nimero maximo de
elementos que puede tener un conjunto de Sidon incluido en el
conjunto {1...N}. Invitamos a nuestros lectores.a encontrar alguna de
las cotas que estan publicadas en la Red.

En esta entrada usaremos estos dos conceptos para, en cierto sentido,
jugar con ellos, y plantear una posible actividad en un aula de
ensefanza secundaria.

Nos plantearemos estos objetivos:

Conjeturar el numero maximo de un conjunto de Sidon (o una regla de
Golomb) segun-una cota propuesta, mediante generaciones aleatorias
de ese tipo de conjuntos.

Construir de forma efectiva conjuntos de Sidon con cota maxima de 25
(con una cota mayor la presentacion del pasatiempo seria mas
incomoda).

Experimentar como cambian el orden y la longitud de una regla de
Golomb segun la forma progresiva de elegir los elementos.

Establecer competiciones y colaboraciones en un aula.

Descripcion del pasatiempo

Proponemos el uso de un modelo de hoja de calculo que puedes
descargar en esta direccion

http://hojamat.es/blog/sidon.zip
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Consta de cuatro hojas, cada una con un objetivo distinto:
Generacion aleatoria

En esta hoja se generan conjuntos de Sidon de forma aleatoria. Suele
encontrar rapidamente conjuntos de orden maximo, y sirve de
presentacion del concepto y de comprobacion de que todas las
diferencias son distintas.

lARola4n 2010 Conjuntos de Sidon

Escribe el valor de N y pulsa el botén | Bisqueda
M es la cota de bisqueda N=

Conjunto de Sidon obtenido aleatoriamente

60 | 41 76 | 33 |47 | 78 99 |96 ] 3 | 1 | 97 |

57 38 72 30 44 75 96 92
59 40 74 32 45 77 98 94 2

) | 5 ) s A | S M ST

En la imagen se han obtenido diez elementos menores que 100 (el 97
no era valido), que han producido 45 diferencias distintas. Este tipo de
generaciones no prueba nada, pero ayuda a dar una idea de la
magnitud del orden maximo.

Construccion manual

En la segunda hoja se puede construir un conjunto de Sidon con cota
25 (o menor, si se desea, pues basta no usar los ultimos valores). El
funcionamiento se _explica en el modelo, pero aqui destacaremos que
permite cambiar rapidamente los valores a fin de estudiar el orden y la
longitud del conjunto. La generacion aleatoria y la ayuda lo hacen apto
para su uso por un alumnado no universitario.

|nRaiasn 2010 Conjuntos de Sidon Consularinstrucciones
r
r ; Nuews intent Ayuda para un intenlo
r 3 Escibe su valer
:: 4 Tnidio aleatorio
e
r 2 77777 Ayuda para ese valor
ri s Pyuda]
L8
]
I
r n
:f 12 Orden del conjunto
13
; 14 Longitud
15
T
T Bloguear ayuda general
roe
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La imagen representa un conjunto en el que solo se han activado los
valores 5, 9y 12, con las casillas marcadas en rojo que representan los
valores que no puede tomar el siguiente elemento. Se supone que se
irian afiadiendo elementos hasta un total de cinco o seis, segun la
habilidad con la que se elijan. También se puede intentar minimizar la
longitud.

Tabla e instrucciones

El modelo se completa con una tabla de diferencias para el'caso en el
que se bloquee la ayuda y con unas breves instrucciones.

Uso en el aula

Este tipo de ejercicios se pueden proponer en ensefianza secundaria,
en talleres de Matematicas, practicas de Informatica o trabajos
voluntarios. Sus ventajas son, entre otras:

Exigen concentracion

Fomentan la practica del calculo mental

Se promueve la comprobacion de conjeturas

Permiten gran variedad de tipos de organizacion de un trabajo en
grupos.

Tareas posibles

Comprensién de los conceptos mediante el modelo aleatorio.
Elaboracién de conjeturas de cotas de un conjunto de Sidon dentro del
conjunto {1...N}

Construccion manual de conjuntos de orden maximo o de longitud
minima

Comprobacion de reglas de Golomb perfectas

¢ Sera util todo esto? Soélo lo sabremos si probamos a desarrollarlo.
Desde aqui animamos al profesorado a “que se atreva” con ciertas
cuestiones sin temor al fracaso. Bastante deteriorada esta la
ensefanza en algunos ambitos como para ser conservadores. ¢ Todo
merece ser conservado? Creemos que no.
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IDENTIDAD DEL HEXAGONO

Una de Combinatoria, a la que tenemos algo abandonada:

Demuestra la identidad del hexagono:

i Y v Ol

llamada asi porque en el tridngulo de Pascal los tres .numeros
combinatorios forman esa figura:

~NoOosWN =20
S
@
ES

En la imagen 5*20*21 = 10*6*35 = 210

CHICA, CHICO, CHICA

Es tradicion que en comidas de empresa o familiares se ponga
empefo en que no se sienten juntas dos mujeres (o dos hombres), y
se programa siempre el esquema chica, chico, chica... ;Cdémo
estudiaria esta costumbre la Combinatoria?

El problema es mas interesante si sélo prohibimos que estén juntas
dos chicas, por ejemplo. Lo expresamos mediante unos y ceros:

Consideremos todos los conjuntos ordenados formados por ceros vy
unos, como 11001010. Exijamos que no haya dos ceros consecutivos.
¢, Cuantos conjuntos ordenados de ese tipo apareceran para cada valor
de n? Representaremos ese nimero como O(n)

Para n=1 sélo existen dos conjuntos ordenados, (1) y (0), luego O(1)=2
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Si n=2 obtendremos tres: (11),(10) y (01) (recuerda que estan
ordenados). O(2)=3

Si n=3 se pueden formar estos 5: (111), (110), (101), (011), (010).
0O(3)=5

Pero estos numeros; 2, 3, 5... json términos de la sucesion de
Fibonacci! ¢Seguird ocurriendo asi? ;Sera 8 el siguiente numero
correspondiente a conjuntos de cuatro simbolos (O(4)=8 y 13 el valor
de O(5)? Te dejamos este reto. Recuerda la relacion de Fibonacci y
demuestra que nuestros conjuntos la cumplen. Como ayuda, considera
los conjuntos de n+1 elementos divididos en dos clases, los que
comienzan por 1y los que lo hacen con 0.

Si lo has resuelto, intenta esto otro: ;Qué significado tiene esta
sucesion de numeros (relacionada con lo anterior)?: 0, 1, 3, 8, 19, 43,
94, 201, 423,...Puedes buscar en la Red.

Ejemplos como este desmitifican el caracter casi magico con que se
explica la presencia de los numeros de Fibonacci en la naturaleza.
Aparecen porque son consecuencia de procesos de agregacion y
ordenacién que a veces son tan complejos que permanecen ocultos,
pero que son causa de la presencia de estos niUmeros.

SUMA DE .LOS ELEMENTOS DE TODOS LOS
SUBCONJUNTOS

Tomemos- el conjunto formado por los n primeros niumeros naturales
{1, 2,3, ..., n}. Imagina que formamos todos los subconjuntos posibles
y que en cada uno sumamos los elementos, acumulando después
todas las sumas en un total general ;Cuanto valdra esa suma S(n) de
todos los elementos de todos los subconjuntos? Al conjunto vacio le
asignamos suma 0.

Te damos un ejemplo:

S(4)=80, porque tendriamos que sumar (escribimos entre paréntesis la
suma parcial de cada subconjunto) lo siguiente. Seria asi:
(0)+(1)+(2)+(3)+H(4)+(1+2)+(1+3)+(1+4)+(2+3)+(2+4)+(3+4)+(1+2+3)+(1
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+2+4)+(1+3+4)+(2+3+4)+(1+2+3+4)=10+3+4+5+5+6+7+6+7+8+9+10=
27+26+27=80

Los primeros resultados para la funcion S son S(1)=1; S(2)=6; S(3)=24;
S(4)=80; S(5)= 240; S(6)=672, formando la  sucesion
1, 6, 24, 80, 240, 672, 1792, 4608, 11520, 28160, 67584, 159744...

¢ Sabrias justificar este resultado?

Podemos encontrar una definicion por recurrencia. Que S(1)=1 y
S(2)=6 es facil de justificar. A partir de ahi razonamos de una forma
muy comun en Combinatoria: Sea S,.1 la suma de los subconjuntos de
{1, 2, 3, ..., n-1}. Para formar la suma S, deberemos/anadir el'elemento
n a los subconjuntos. Entonces estos seran de dos formas:

(a) Subconjuntos que no contienen al elemento n. Su suma sera la
misma S, 4

(b) Subconjuntos que contienen al elemento n. Estaran formados por
los subconjuntos de 1, 2, 3, ..., n#1} a los que anadimos a cada uno el
elemento nuevo n. El nimero de tales subconjuntos equivale a 2"".
Como cada uno se ha incrementado en el elemento n, la suma se
habra incrementado en n*2™". Luego sera S, ¢+ n*2™".

Si reunimos las sumas (a) y (b) nos resulta la formula de recurrencia:
Sp = 25,4 +n2n1

En_ efecto:  S(3)=2"6+3*4=12+12=24, S(4)=2*24+4*8=48+32=80;
S(5)=2*80+5*16=160+80=240.

Es facil programarlo en hoja de calculo. Sélo incluimos una tabla
creada asi sin dar mas detalles:

1 1 1
6 2 2
24 4 3
80 8 4
240 16 5
672 32 6

28



1792 64 7

4608 128 8
11520 256 9
28160 512 10
67584 1024 11
159744 2048 12
372736 4096 13

Generalmente nos sentimos mas a gusto con una férmula algebraica.
Ahi va:

S, =nn+1)2"2

S(1)=1*2*(1/2)=1; S(2)=2*3*1=6; S(3)=3*4*2=24: S(4)=4*5*4=80. ..

Se puede demostrar por induccién. Vemos que se cumple para los
primeros casos, luego podemos suponer que se cumple para n-1, es
decir, que S,.1=(n-1)*n*2">,

Aplicamos la férmula de_recurrencia presentada mas arriba y nos
queda:

Sn=2*(n-1)*n*2"3+n*2" '=(n-n)* 2"%+2*n*2"2=( n®-n+2n)* 2"2=n(n+1)2"?
lo que completa‘la demostracion.

Otra demostracion

La suma T=1+2+3+4+...+n equivale al numero triangular n(n+1)/2. Esta
suma se repite en S(n) varias veces. Por ejemplo, la suma de todos los
elementos unitarios es T. También vale T la suma de elementos del
conjunto total. Veamos los demas conjuntos:

Clasifiquemos los subconjuntos por su numero de elementos. El
numero de los que tienen r elementos es Cn,r. Por razones de simetria,
los elementos 1,2,3,...n se repiten en total, para un mismo r, igual
numero de veces, luego la suma de los elementos de estos
subconjuntos es multiplo de T.
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Cada elemento se repite en los conjuntos de r elementos tantas veces
como indique Cn-1,r-1, luego la suma de todos equivaldra a Cn-1,r-1*T.
Si sumamos todos nos dara:

T*Cn-1,04T* Cn-1,1+ T* Cn-1,2+ T* Cn-1,3+...+ T* Cn-1,n-1 = T*2""' =
n(n+1)/2*2"" = n(n+1)*2"? | que es la férmula propuesta.

¢ Se te escapo algun detalle? Repasa, repasa...

Quienes acostumbrais a visitar OEIS habréis descubierto que estas
sumas forman la secuencia http://oeis.org/A001788. Si‘la estudiais
podréis descubrir la gran cantidad de interpretaciones que tiene.

FUNCION “PARKING”

Estudiamos hoy un tema de Combinatoria, que la teniamos un poco
abandonada. Se ftrata de la funcion “parking”, o arreglos de
aparcamiento. El planteamiento es el siguiente:

Imaginemos un aparcamiento de una empresa, situado en una calle
estrecha, en la que no es.posible dar marcha atras, y que contiene n
aparcamientos, que numeraremos de 1 a n. Podemos pensar que es el
inicio de una jornada de trabajo'y que suelen aparcar en ella siempre
los mismos n coches.

Puede ocurrir que cada coche tenga preferencia por un determinado
aparcamiento. Si llega y esta libre, lo ocupa, y si no, como no puede
retroceder, ocupa el siguiente que esté libre. Esto hace que no todas
las preferencias de los coches sean viables. Unamos en un mismo
conjunto ordenado las preferencias de los conductores. Por ejemplo, si
n = 3, el conjunto ordenado (2, 1, 1) es viable, porque el primer coche
ocuparia el aparcamiento 2, su preferido. El segundo iria al 1, y el
tercero, aunque prefiere el 1, ha de irse al 3, pero aparca.

El arreglo (2, 3, 2) no es valido, ya que el primer coche aparca en el 2,
el segundo en el 3, pero el tercero, encuentra ocupado su preferido 2 y
también el siguiente, y no puede aparcar. Vemos que una hipotesis
poco creible es que cada conductor se dirige a su aparcamiento
preferido ignorando los anteriores. Imaginemos que su
empecinamiento le costaria volver a intentarlo y esta vez ocupar el 1
aunque no fuera su preferido, pero esas son las reglas de este juego.
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Simulacion

Hemos preparado una hoja de calculo muy simple para que
experimentes qué preferencias son validas. La tienes alojada en la
direccién

http://www.hojamat.es/blog/parking.xlsm

Basta escribir en ella dichas preferencias, ajusta el retardo en
segundos para ver bien el proceso, y rellenar las preferencias. Al
pulsar los botones “Vaciar parking” e “Intento”, se desarrollara, con el
retardo que desees, el proceso de aparcamiento.

En la imagen puedes ver el final del proceso con unas preferencias
validas

Numero de plazas 7 Retardo en sg. 0,3

Todos los coches han podido .aparcar
En esta otra imagen hemos creado unas preferencias no validas

Numero de plazas 7 Retardo en sg. 0,3

La plaza tercera se ha quedado vacia y el coche G no ha podido
aparcar.

Llamamos coches afortunados (“lucky car”) a aquellos vehiculos que
aparcan donde ellos prefirieron previamente. En el ejemplo de la
imagen son afortunados A, B, C, D, E y F. Si las preferencias se
repiten, solo seran afortunados algunos de los coches pretendientes a
una plaza. Se llama salto (‘jump”) al numero de plazas que ha de
desplazarse un coche si no logra su plaza preferida. Es evidente que
los afortunados presentan un salto igual a cero.
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Criterio de validez

Se puede razonar que una funcion parking es valida si se pueden
ordenar las preferencias en orden creciente, y entonces, cada una de
ellas es menor o igual que su numero de orden. En caso contrario,
si una preferencia fuera mayor, se dejaria una plaza vacia aunque
entraran todos los coches, por lo que alguno de ellos quedaria fuera.
En el anterior ejemplo (2, 3, 2) ordenamos de forma creciente (2, 2, 3)
y observamos que no hay forma de llenar la plaza nimero 1, que
quedaria vacia. Por el contrario, si en el orden creciente no se
sobrepasa el numero de orden, como en (1, 3, 1), 0 en orden creciente
(1, 1, 3), sea cual sea el orden de entrada, siempre habra plaza para
todos. Si el orden creciente es valido, cualquier permutacion del-mismo
también lo sera.

Con esta condicion, no es dificil escribir todas las funciones validas en
su forma ordenada creciente. En el caso de 3 serian

(1,1,1(1,1,2)(1,1,3)(1,2,2)(1,2,3)
Ahora le aplicamos a cada una las permutaciones posibles, con lo que
nos dara 1+3+3+3+6=16 funciones validas distintas. Coincide este
resultado con la expresion

Pn) =(m+1)"1
En este caso (3+1)*'=4?=16: Se puede demostrar, mediante teoria de
grafos, que esta expresion es valida. En esta direccién puedes leer un

esbozo .de demostracion

http://www-math.mit.edu/~rstan/transparencies/parking.pdf

La idea consiste en afadir otra plaza mas de aparcamiento, la n+1 que
dejamos vacia, y permitir a los coches otro intento. De esta forma
todos aparcaran, aunque se puedan dejar una plaza vacia. El numero
de opciones ahora sera (n+1) elementos para n plazas. El numero de
funciones es, por tanto, (n+1)". Si sometemos al proceso a una
traslacion modulo n+1, sélo sera funcidn valida aquella que deje vacia
la plaza n+1. Dividimos y queda (n+1)".
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Generacion de resultados

Las funciones parking ordenadas se pueden obtener mediante
construccién directa, ya que solo hay que tener cuidado de no
sobrepasar del indice i en el término a(i). Para valores de n mayores
hemos usado nuestra hoja de calculo Cartesius (no publicada en este
momento). Por ejemplo, en la imagen puedes observar las 14
funciones ordenadas para n=4

[x1 X2 X3 X4
1 1 1 1 1
2 1 1 1 2
3 1 1 1 3
4 1 1 1 4
5 1 1 2 2
6 1 1 2 3
7 1 1 2 4
8 1 1 3 3
8 1 1 3 4
10 1 2 2 2
11 1 2 2 3
12 1 2 2 4
13 1 2 3 3
14 1 2 3 4

Para n=5 resultarian 42 arreglos. En general, el niumero de funciénes
parking ordenadas coincide con los nimeros de Catalan:
1,1,2,5,14, 42, 132, 429, 1430, 4862,... (http://oeis.org/A000108).

Como tales, se pueden generar con la formula

6w = (%)

Por ejemplo, C(4)=1/5C(8,4)=70/5=14

RACHAS DE DiIGITOS

En Combinatoria es interesante el problema de las rachas, conjuntos
de elementos consecutivos iguales. Por ejemplo, el conjunto
AABBCDDDDEE posee cinco rachas; AA, BB, C, DDDD y EE. No se
impone ninguna condicién a la longitud de cada racha.
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Aqui estudiaremos algunas rachas de digitos que puede presentar un
numero entero. Distinguiremos tres tipos con sus estadisticas
correspondientes y después particularizaremos en algunos casos,
como primos, cuadrados o triangulares.

Tipos de racheado

Un numero puede presentar los digitos agrupados, es decir, con
rachas todas de longitud mayor que 1, como pueden ser 3366677 o
112222. Le llamaremos numero de tipo 1, o con “digitos agrupados”.
Puede ocurrir que ningun digito se agrupe con el siguiente, que
equivale a afirmar que todas las rachas tienen longitud. 1, como en
345643. Obsérvese que no se prohibe que los digitos ;se repitan,
siempre que no sean consecutivos. Seran estos numeros los del tipo 2,
o de “digitos aislados”

Los restantes numeros presentaran rachas de longitud 1 y otras
mayores, como en el caso de 1442 0/54322111. Les asignaremos el
tipo 3, que es el menos interesante.

Independientemente de consideraciones combinatorias, podemos
evaluar de forma aproximada la frecuencia que presenta cada uno de
los casos. Usaremos una-funcién en Visual Basic de hoja de calculo,
que, por su relativa complejidad, explicamos al final de la entrada.

El algoritmo que usa funciona en dos fases:

(1) Busqueda de las rachas existentes entre los digitos del numero
entero. En el listado del final puedes ver que se almacenan en una
matriz r.

(2) Estudio de la longitud minima y maxima de racha existente en el
namero.

Si la minima longitud no es 1, los digitos se presentan agrupados, y el
entero sera de tipo 1. Si la maxima es 1, no habra agrupamientos, y el
tipo sera 2. Los restantes ejemplos seran de tipo 3.

Si te apetece, sigue estas fases en el listado VBA del final.

Frecuencias de los tipos
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Mediante la funcién citada y un contador adecuado, hemos observado
que las frecuencias en los distintos intervalos son bastante parecidas a
las de la tabla, obtenida en el intervalo (10000, 100000)

A 10000
B 100000

Tipo 1 171 0,19%

Tipo 2 59049 65,61%

Tipo 3 20781 34,20%

90001 100,00%

Se observa que son muy escasos los de tipo 1, con todos los digitos
agrupados, un 0,19%, los mas frecuentes los del tipo-2, con digitos
aislados, con un 65,61%, quedando los del tipo mixto en una
frecuencia intermedia del 34,20%. En otros intervalos las frecuencias
son semejantes, ya que estan basadas en propiedades combinatorias.

Justificar estas frecuencias puede resultar.complejo, pero en el caso
del tipo 1 no es dificil. Son 171 porque de dos cifras los Unicos
agrupados son 11, 22, 33,...99. Si le anadimos una cifra mas, debera
ser idéntica a la ultima, luego, seguiran siendo 9: 111,222,...,999. Al
llegar a cuatro cifras disponemos de dos caminos para construir los
numeros de tipo 1: O bien afiadimos dos cifras iguales por la derecha a
los de dos cifras (incluido el cero), con lo que tendriamos 9*10=90
casos, como 1199, 2200,... o bien las anadimos por la izquierda (sin el
cero), lo que daria 9*9=81 casos. Sumamos y obtenemos 90+81=171,
que es lo que nos da la estadistica.

En general, para una racha existen 9 posibilidades si ignoramos el 0.
Para dos, 9*9, ya que ambas han de contener digitos distintos, y para
tres rachas, 979*9=729. Con una hoja nuestra sobre Combinatoria
hemos .calculado el numero de rachas de cada tipo hasta 7 cifras,
quedando esta tabla:

Numero de cifras
Posibles rachas 1

L

B~

1
2
3
a

Qe 9 o Q
wio o QO FH|MN
wvioe o o FH|w
=R == e k)
Ll L= =
Flo F wkEla
(=3 =0N"]

Total

Todas las cantidades estan comprobadas: 9 numeros de tipo 1 de dos
cifras, 9 de tres, 90 de cuatro, 171 de cinco, 981 de seis y 2520 de
siete.
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¢ Presentaran los distintos tipos de numeros frecuencias parecidas?
Por ejemplo, ¢existirdn mas rachas con longitud superior a 1 en los
cuadrados?;y en los primos?...Nos dedicaremos, en plan ludico, a
estudiar diversos casos y observar, si existen, variaciones apreciables
en las frecuencias.

Los cuadrados
Por este caracter informal que queremos darle a este estudio, nos
limitaremos en todos los casos al intervalo (1, 100000), ya que con él

basta para detectar curiosidades.

En ese intervalo sélo aparece el cuadrado 7744=88"2, y las
frecuencias son

Cuadrados

1 0%
208 66%
107 34%
318 100%

Practicamente coinciden con el caso general. No aparece ningun otro
cuadrado de ese tipo entre 1.y 500000. Estas invitado a buscar uno.
Por cierto, si lo encuentras, debera terminar en 00 o 44. Razénalo si te
apetece.

Los primos
Establecemos el mismo intervalo, para ver si tampoco en este caso se

aprecian. diferencias importantes. Y no, resultan casi iguales a las
anteriores:

Primos
15 0%
6387 66%
3190 33%
9592 100%

Los 15 primos encontrados son: 11, 11177, 11777, 22111, 22277,
22777, 33311, 33377, 44111, 44777, 55333, 55511, 77711, 77999 y
88811. Como ves, son muy atractivos. Puedes ver mas en
http://oeis.org/A034873

Como en el caso de los cuadrados, s6lo unas terminaciones son
validas: 11, 33, 77, 99, como es facil entender.
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Otros casos
Ya vamos sospechando que las frecuencias variaran poco. Lo vemos:
Triangulares

En este caso aumentan algo las frecuencias de tipo 1 y 2 en detrimento
del 3:

Triangulares

4 1%
321 72%
121 27%
446 100%

Los cuatro triangulares de tipo 1 son muy sugestivos: 55, 66, 666,
2211, Tienes mas en http://oeis.org/A116055

Oblongos

Como estos numeros son los-dobles de los triangulares, presentan
frecuencias similares, también con ligero predominio de los tipos 1y 2
respecto al conjunto de todos los numeros.

En el intervalo (1,100000) solo aparecen tres de tipo 1: 1122=33*34,
4422=66"67 y 9900=99*100. No estan publicados los siguientes. Si te
atreves...

Pentagonales

Aparecen tres de tipo 1:22, 8855y 55777.

Pitagoricos

¢ Qué longitudes de hipotenusas de triangulos de lados enteros
apareceran de tipo 17

De este tipo aparecen muchos mas, pues estarian entre ellos algunos
multiplos adecuados de 55, 111 y 100, que presentan rachas de al

menos dos elementos. Estos son los primeros, con sus
correspondientes catetos:
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55 33, 44

111 36, 105
222 72, 210
333 108, 315
444 144, 420
555 171, 528
666 216, 630
777 252, 735
888 288, 840
999 324, 945
1100 308, 1056
1111 220, 1089

Aqui lo dejamos. Podemos analizar algunos mas, pero vemos que las
proporciones no cambian mucho. Es tan imprevisible la aparicion de
las cifras en los calculos previos, que al reunir las frecuencias se llega
a resultados muy similares.

Aqui tienes una tabla resumen:

Frecuencias de agrupamiento

Todos los ndmeros  Cuadrados Primos Triangulares
Tipo 1 278 0% 1 0% 16 0% 4 1%
Tipo 2 66429 66% 208 66% 6387 66% 321 72%
Tipe 3 33282 33% 107 34% 3190 33% 121 27%
Total 100000 100% 316 100% 9592 100% 446 100%
ANEXO

Funcion para encontrar el tipo de agrupamiento de digitos
Public Function tipoagrupa(n)

Dim i, t, nr, I, maxr, minr

Dim r(20) ‘Esta variable contendra las rachas

Dim sr$, c$, d$

sr$ =Str$(n)
sr$ = Right$(sr$, Len(sr$) - 1) + "$" ‘Convierte el nimero en un string
adecuado
nr=0
maxr = 1: minr = 1000 ‘Maxima y minima longitud de racha
Fori=1To 20: r(i) = 0: Next i
i=1
I = Len(sr$)
While i < I ‘La variable i recorre los digitos
nr=nr+1
r(nr) =1
c$ = Mid$(sr$, i, 1)
d® =Mid$(sr$,i+1,1)
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While c$ = d$ ‘Un digito es igual al siguiente. Hay racha mayor que 1
r(nr) =r(nr) + 1

i=i+1

c$ = Mid$(sr$, i, 1)

d$ = Mid$(sr$,i+1,1)

Wend

If r(nr) > maxr Then maxr = r(nr) ‘Toma nota de la racha maxima

If r(nr) < minr Then minr = r(nr) ‘Toma nota de la racha minima
i=i+1

Wend

t = 3 'En principio suponemos que el tipo es 3, caso mixto

If minr > 1 Then t = 1 'Tipo 1. Todos agrupados, porque las rachas son
mayores que 1

If maxr=1 Then t =2 'Tipo 2. Todos aislados y rachas unitarias
tipoagrupa = t

End Function
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PROFUNDIZACIONES

MONTONES DE PIEZAS

Mi nieta juega con 9 piezas de construccion sobre un suelo
embaldosado. Para ayudarle a organizar objetos le propongo que
coloque las piezas en distintas baldosas:

- ¢En cuantas baldosas?

- En las que quieras

- ¢Cuéntas piezas pongo en cada baldosa?
- Las que quieras.

La dejo con su tarea y me pongo a calcular. Me interesa saber de
cuantas formas ha podido repartir las piezas en las baldosas. Cuando
vuelvo me encuentro con estassituacion:

o] d| P
Flren .

g | £

Ha utilizado cinco baldosas y ha repartido las piezas como 2+3+2+1+1

No me interesan las posiciones de las baldosas, ni el orden ni los
colores; solo el reparto 9=3+2+2+1+1 (ordeno de mayor a menor para
indicar que no me importa el orden)

¢ De cuantas formas distintas pudo mi nieta hacer ese reparto?

La solucién es 30, pero la teoria en la que se basa necesitara que le
dediquemos otro apartado.
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Particiones de un numero

Se llaman particiones de un numero natural N a las distintas formas de
descomponerlo en sumandos enteros positivos sin tener en cuenta el
orden y admitiendo repeticion de sumandos. Para no tener en cuenta
el orden se puede exigir que los sumandos sean decrecientes en
sentido amplio. Asi es mas facil representarlos.

Al numero total de particiones de N lo representaremos por la_ funcion
P(N). Por tanto la afirmacion anterior se puede representar como
P(9)=30.

En efecto, el 9 se puede descomponer en estas sumas:

9, 8+1, 7+2, T7+1+1, 6+3, 6+2+1, O6+1+1+1, 5+4, 5+3+1,
5+2+2 5+2+1+1, S5+1+1+1+41, 4+4+1; 4+3+2, 4+3+1+1, 4+2+2+41,
4+2+1+1+1 4+1+1+1+1+1, 3+3+3, 3+3+2+1, 3+3+1+1+1, 3+2+2+2,

3+2+2+1+1, 3+2+1+1+1+1  3+1+1+1+1+1+1,  2+2+2+2+1,
2+2+2+1+1+1, 2+2+1+1+1+1+41, 2+1+1+1+1+1+1+1
1+1+1+1+1+1+1+1+1

Son 30 en total

Cada posible suma se' puede representar mediante los llamados
diagramas de  Ferrer, en los que los sumandos se dibujan como
conjuntos en filas.

Por ejemplo, 3+2+2+1+1 se puede representar asi:

000
00
00
O

O

Puedes investigar en la Red las propiedades de estos diagramas.

El numero de particiones se corresponde con el de soluciones no
negativas de la ecuacion diofantica
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1X1+2X,+3x3+...nx, = N
como es facil demostrar.

También coincide con el de soluciones no negativas de la ecuacion
diofantica

X1+Xo+Xs+... X, = N si se exige que las soluciones formen una sucesion
no creciente:

X1Z=X>=X3>=. .. X,

Igualmente, representa también las formas de repartir N objetos
indistinguibles en cajas

\ c [e T ¢ [ ¢ [ ¢ [ ¢
indistinguibles. En la imagen, oo
extraida de una hoja de calculo, Eo 0 °
puedes observar la distribucion ogﬁ OO DD o
de seis bolas (11 particiones del O 0 o O o "
nuamero 6)

Mas adelante estudiaremos otras funciones de particién condicionada
de un numero y su calculo. Mientras tanto te puedes dedicar a
comprobar (con piezas, bolitas o lapiz) estos resultados:

N P(N)

1 1
2 2
3 3
4 5
5 7
6 11
7 15
8 22
9 30
10 42

11 56

12 77

No perderas el tiempo, porque es divertido encontrar estrategias para
no olvidar ninguna suma.
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Funciones de particion de un niumero

Hemos llamado P(N) al numero de particiones en sumandos
decrecientes del numero N, pero se pueden definir otras:

Esta definicion basica de numero de particiones P(N) se puede
someter a condicionamientos de los que surgiran nuevas definiciones.
Las expresaremos asi:

P(N / condicionamiento)

Vemos algunos ejemplos y sus propiedades

Funcion de particion P¢(N)

Es la misma funcion P(N) condicionada‘a que soélo intervenga un
numero K de sumandos:

P«(N)= P(N / k sumandos): Particiones con un numero k de sumandos
fijado.

Su interés radica.en que permite una formula de recurrencia para el
calculo de P(N). La demostracion se puede consultar en manuales
especializados.

k
P = > py(n — k)
i=1

Se parte de P4(k)=1 y de P«(k)=1 y se van calculando todos los P(N)
por recurrencia.

Es claro que después de encontrar los valores de P((N) bastara
sumarlos todos para k menor o igual a N a fin de obtener P(N), pues la
suma abarcaria todas las posibilidades.

El siguiente esquema esta copiado de una hoja de calculo programada
para encontrar P(7)
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Al final de esta entrada puedes leer un cédigo que te puede valer para
implementar esta funcién en una hoja de calculo.

Funcion de particion Q(N)

Como la anterior, cuenta el numero de particiones, pero en este caso
se exige que los sumandos sean todos distintos. Por ejemplo, el entero
7 admite las siguientes particiones como numeros distintos: 7 = 6+1 =
5+2 = 4+3 = 4+2+1, luego Q(7)=5

Euler demostré que esta funcidn coincide con el numero de particiones
de n en partes impares.

Cdodigo para implementar P(N)
Es valido para Excel y OpenOffice

Public function partic(n)

dim a(40,40) En lugar de 40 puedes escribir un numero mayor
dim i,s,h,k

if n=1 then partic=1:exit function

k=n

fori=1ton

a(1,i)=1 a(k,n) representa la funcion P(k,n) explicada mas arriba
a(i,i)=1 Se dan valores iniciales

next i

for h=2 to n
for i=2 to h-1
m=h-ij

s=0
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for j=1 to i:s=s+a(j,m):next j Se implementa la férmula de

recurrencia
a(i,h)=s
next i
next h

For h=1 to n Se van sumando las funciones

s=0

for i=1 to k
s=s+a(i,h)
next i

next h

partic=s

end funcion

Con esta funcién hemos construido la tabla siguiente

N
P(N)
N

2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 3 5 7 1 15 22 30 42

P(N)

12 13 14 15 16 17 138 19 20
7 101 135 176 231 297 385 490 627

N
P(N)

22 23 24 25 26 27 28 29 30
1002 1255 1575 1958 2436 3010 3718 4565 5604

¢ Te animas?

COLLARES BICOLORES

Introduccion

Supongamos que en un hilo cerrado ensartamos n cuentas para formar
un collar, r de ellas de color negro y s de color blanco, con r+s=n. Lo
dejamos sobre una mesa y permitimos todos los giros posibles, lo que
evidentemente deja invariante la estructura de las posiciones mutuas

de las blancas y las negras. Por razones de
simplicidad (aunque de hecho se hace y esta
estudiado) prohibiremos cualquier movimiento del
collar fuera de la mesa (en el espacio tridimensional)
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¢, Como se estudiarian matematicamente estas estructuras en forma de
collar?

La primera idea es la de que se trata de permutaciones circulares, pero
el problema es algo mas complicado. Lo abordamos.

Consideremos todas las permutaciones posibles de r negras y s
blancas. Sabemos que su numero es C,,=C,s. =nl/(rl.s!) Asi, si
usamos 3 negras y 3 blancas obtendriamos Cg3=Cg,= 6!/(3!*3!)= 20
permutaciones. Si representamos las blancas con una O yas negras
con X, resultarian las siguientes (se puede ignorar por ahoraa ultima
columna):

C1
C2
C3
C1
C3
C4
C2
C2
C3
C1
C1
C2
C3
C3
C4
C2
C1
C2
C3
C1

XXXXXXXXXXO0O00000000O0
XXXXOOO0OOOOXXXXXX0O0O00
XOOOXXXOO0OOXXXO00O0OXXXO0O
OXOOXOOXXOXO0OOXXOXX0OX
OOXOOXOXOXOXOXOXX0OXX
OOOXOOXOXXOOXOXX0OXXX

Intenta imaginar cada permutacion como circular y

agrupa aquellas que representen el mismo collar.

Puedes imaginarlas situadas sobre la esfera de un

reloj con la primera cuenta en “las doce” y
avanzando en el sentido de las agujas. Asi lo haremos a partir de
ahora.
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Es un ejercicio muy bueno para dominar el tema. En la ultima columna
de la tabla se han destacado con los simbolos C1, C2,... los distintos
collares que se pueden considerar.

Han resultado tres tipos de collares C1, C2 y C3 representados cada
uno por 6 permutaciones y luego otro tipo, el C4, representado por dos.
Los dibujamos:

G0

Si analizas un poco este conjunto adivinaras por qué el cuarto tipo
contiene sélo 2 permutaciones y los otros 6. Por ahora lo dejamos aqui
y en la siguiente entrada lo interpretaremos en términos de drbitas en
un conjunto sobre el que actua un grupo.

Mientras tanto, intenta estudiar el'mismo tipo de collar pero con sélo
dos cuentas negras y cuatro blancas.

¢ Cuantas permutaciones forman cada uno de los tres tipos de collar?
¢, Por qué solo existen tres tipos?

Orbitas y estabilizadores

Llamemos C al conjunto de permutaciones de n cuentas, r de ellas de
color negro y s de color blanco, con r+s=n. En total existiran
Cn,r=Cn,s elementos. Con las condiciones que se impusieron en la
anterior entrada en la definicién de un collar se advierte que vamos a
someter a ese conjunto C a una serie de giros, y que consideraremos
pertenecientes a un mismo collar a las permutaciones que se pueden

convertir una en la otra mediante un giro.
47



Concretamos:

9 Llamemos g, al giro que traslada cada cuenta al

@191 lugar de su siguiente en el sentido de las agujas del

reloj. En términos de permutaciones equivaldria a

s, mover cada elemento un lugar y al ultimo convertirlo

en primero. Asi, en la permutacion XOXXO el efecto de g seria

OXXOX. Se puede formalizar mas, pero asi se entiende bien. Esta
definicién es independiente del numero de cuentas.

Igualmente, llamaremos g, a la composiciéon de g4 consigo_mismo, es
decir g>(X)= (91.91)(x)=g1(g4(x)). En la practica equivaldria a. un giro
doble. De igual forma podemos definir el giro® triple gs(x)=
(91.92)(X)=g1(g2(x)) y asi sucesivamente, hasta llegar-a g, que
equivaldria a la transformacion identidad e.

Hemos definido en realidad un grupo G/(puedes demostrarlo), el de los
giros en C, subgrupo del de sustituciones de C. Formalizamos la idea.

Diremos que un grupo G actua.sobre un conjunto C cuando para cada
elemento g de G se define una operaciéon externa g(x)=y, donde x e y
son elementos del conjunto C, tal que cumpla e(x)=x y ademas
(9.f)(x)=g(f(x)), ambas para todo x de C. En nuestro caso de giros
sobre permutaciones se cumplen ambas, luego diremos que G actua
sobre C. La imagen intuitiva es que se hacen girar las cuentas de todas
las formas posibles.

Dos conceptos importantes se desprenden de esa definicion
Orbita

Llamaremos érbita o trayectoria de un elemento x del conjunto C
sobre el que actua G, al conjunto orb(x) formado por todas las
imagenes posibles de x mediante los elementos de G. En la imagen
tienes un ejemplo de drbita segun los giros en un conjunto de seis
cuentas.
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Las érbitas no son subgrupos, sino subconjuntos de C. Si vuelves a
leer desde el principio, entenderas que la definicion de “collar” coincide
con la de “érbita”

Los collares que hemos definido coinciden con las érbitas de las
permutaciones si sobre ellas actuan los giros.

Hay otra definicion de collar en la que entran las simetrias, pero lo
dejamos por si deseas ampliar el tema.

Estabilizador

Para una permutacion cualquiera x, llamaremos
estabilizador de x est(x) al subgrupo de giros que lo dejan
invariante, es decir, todos los g tales que g(x)=x. Es facil
demostrar que est(x) constituye un subgrupo. c4

Asi, el estabilizador de la permutacion de la imagen esta formado por
el subgrupo {e, g2, 94} Si no ves simetrias aparentes en una
permutacion, es facil que su estabilizador:sea {e}, sélo la identidad.
Repasa algunos ejemplos y veras que es facil encontrar su
estabilizador.

¢, Por qué hablamos de estabilizadores? Porque nos sirven para contar
orbitas o, lo que esdo mismo, collares.

Conteo de collares

Los conceptos de orbita (collares en nuestro caso) y de estabilizadores
esta relacionados por un calculo. Si representamos como |C| al
cardinal de un conjunto C, tendremos que

Si G actua sobre un conjunto C, para cada elemento x de C se cumple
que

|Orb(xI|=|G/|est(x) |

Es decir, el cardinal de la 6rbita de x equivale al cociente
del cardinal del grupo que actua sobre él y el de su
estabilizador. Asi, en el ejemplo de la imagen, el grupo de
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giros tiene cardinal 6 y en parrafos anteriores vimos que su
estabilizador tiene 3, luego su 6rbita contendra 6/3=2 elementos, el de
la imagen y su simétrico intercambiando negras y blancas.

En los collares con n primo no existen subgrupos propios, luego todos
los collares tendran n elementos equivalentes. Estudia los collares de
siete elementos y lo comprobaras.

Hay una forma de contar todos los collares mediante Oorbitas y
estabilizadores. Se trata del lema o teorema de Burnside:

Sea G un grupo que actua sobre un conjunto C, y llamemos r(g) al
numero de elementos de C que quedan invariantes respecto a g
(x=g(x)). En ese caso el numero de orbitas en C viene dado por

1
06 = 1512, 7@

geG

Puedes consultar la demostracion en textos adecuados.

Lo aplicamos al caso de collares de 6 cuentas, 3 negras y 3 blancas.
Contamos los puntos fijos de cada giro:

e: Todos los elementos son fijos, contamos 20 elementos
g1, 93, Us: No tienen elementos fijos
J2, 94: Cada uno presenta.2 elementos fijos. Contamos 4

Aplicamos el teorema de Burnside: O=(20+0+4)/6 = 4 6rbitas, tal como
sabiamos desde el principio. Encontramos cuatro collares distintos.

En el caso que propusimos de 2 cuentas negras y 4 blancas
tendriamos:

Numero total de elementos: 6!/(2!.4!)= 15 permutaciones
e: Todos los elementos son fijos, contamos 15 elementos
91, 92, 93, gs: No tienen elementos fijos

gs: Presenta 3 elementos fijos.
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Luego O=(15+0+3)/6 = 3 orbitas, que se corresponden con los
propuestos en nuestra primera entrada.

Puedes estudiar el caso sencillo de collares de 4 cuentas. Desarrolla
por separado los casos de 3 de un color y 1 del otro o el de 2 colores
de cada clase. Te deben resultar un collar del primer tipo y dos del
segundo. Dibujalos si quieres.

En el caso de 7, al ser primo, no hay puntos fijos y el calculo se reduce
a dividir entre 7 el numero de permutaciones. Por ejemplo, si
C;4=C73=35, el numero de collares sera igual a 35/7 = 5. En el caso de
5y 2 serian 3=21/7

Ahi los tienes todos

Son 10 en total, y si le afiadimos los que resultan de intercambiar

negras y blancas, se convierten en 20. Este resultado y otros similares
los puedes encontrar en http://oeis.org/A000031

Conteo total

Seguimos . con el tema de collares, pero sdlo aquellos que estan
sometidos a giros planos, sin tener en cuenta simetrias. Hemos
indicado que este otro caso, algo mas complejo, lo dejamos como
complemento.

Descubrimos en la entrada anterior que para n=7 existian 20 collares
distintos, e igualmente se podria haber razonado que para n=6, caso
que hemos estudiado exhaustivamente, serian 14.

Si consultas http://oeis.org/A000031 veras que los resultados son
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N|0|1]|2|3[4|5]|6 [7 [8 [9 |10 |11
C|112(3(4|6|8]|14]|20|36(60(108|188

Existe una formula, que puedes consultar en
http://mathworld.wolfram.com/Necklace.html para calcular esos
numeros sin acudir a un analisis individual de cada collar. Es esta,
adaptada al caso de 2 colores:

1
€)== ()2

din

La variable d recorre todos los divisores de n desde 1 hasta n, y ¢(d)
es la funcion indicador de Euler que indica el total de numeros menores
que d y primos con él incluido el 1.

Apliquemos la férmula al caso 6:
Divisores: 1,2,3,6
Indicadores: @(1)=1, ¢(2)=1, ¢(3)=2, ¢(6)=2

Total: C=(1*2°+1*2%+2*2%+2*2")/6=(64+8+8+4)/6=84/6=14, como vya
sabiamos.

En el casode 7:
Divisores:1,7
Indicadores: ©(1)=1,¢(7)=6

Total: C=(1*2"+6*2")/7 = (128+12)/7 = 140/7 = 20, que también
coincide.

Y aqui acabamos. El resto es cosa tuya. Puedes llegar por este camino
hasta el Teorema de Enumeracion de Polya.

52


http://mathworld.wolfram.com/Necklace.html

LO TENGO REPE

Mi nieta y sus amigas ya tienen edad para coleccionar cromos. Asi que
las hemos visto repetidamente pasar del entusiasmo de los primeros
dias -“No lo tengo, no lo tengo, este tampoco’-, a las medias
desilusiones de los ultimos —“Repe, otro repe, este lo tengo, pero no
pasa nada, me pondré a cambiar..., o lo regalo”-. Al final, los padres se
van al Rastro o piden a las distribuidoras los cromos que faltan.
Siempre ha sido asi, al menos desde que éramos nifos los que ahora
somos abuelos.

Este proceso de evolucion de la esperanza en obtener un nuevo cromo
ha interesado a especialistas y divulgadores, especialmente al-explicar
las simulaciones. Recuerdo con mucha nostalgia un articulo'de Ricardo
Aguado, Agustin Blanco y Ricardo Zamarrefio, compaineros en los
tiempos heroicos (afios 80) de introduccion de los ordenadores en la
ensefianza.

http://www.doredin.mec.es/documentos/00820073007308.pdf

Ellos simularon la evolucién de la coleccion de cromo en cromo, y con
una ampliacién para el caso de dos coleccionistas que intercambian.
He visto también alguna simulacién sobre cromos con MINITAB, pero
ninguna con hoja de calculo. Quien siga este blog sabra ya que eso es
motivo suficiente para que se emprenda en él otra nueva tarea.

Aqui estudiaremos la evolucion de sobre en sobre, que es como
verdaderamente se compran los cromos y consideraremos una sola
coleccion sin intercambio con otras.

Primera aproximacion

Si se tienen ya K cromos y la coleccion consta de N, la probabilidad de
que obtengas h cromos nuevos en un sobre que trae m es, en primera
aproximacion, de tipo binomial. En efecto, se trata de obtener h éxitos
en m intentos dentro de una variable dicotomica (REPE-NO REPE).
Pero de esta forma hemos hecho una pequefa trampa, que es suponer
que la probabilidad permanece constante mientras sacas cromos del
sobre, y eso no es asi, pues cualquier cromo no repetido altera la
situacion, pero ya hemos advertido que es una aproximacion para abrir
camino. Después pasaremos a una simulacion exacta.
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Con esta idea, si la probabilidad de que no tengamos un cromo que
saquemos del sobre es p=(N-K)/N, la esperanza matematica de
obtener m cromos nuevos sera, segun la teoria de las distribuciones
binomiales, E=mp. En cada sobre esperamos obtener E cromos.

(ver http://hojamat.es/estadistica/tema6/teoria/teoria6.pdf)

En esa idea nos basaremos para construir con la hoja de célculo un
modelo aproximado: para cada sobre hallaremos las probabilidades de
que salga repetido o no, calculamos E y vamos acumulando. El gran
problema de este estudio es que cada cromo nuevo que incorporemos
a la coleccién hace variar la probabilidad p, por lo que tendremos que ir
calculando de sobre en sobre. De ahi la utilidad de una hoja.de calculo,
aunque, al ser las operaciones bastante simples, se puede usar una
calculadora.

Una forma de abordar el tema es construyendo una funcion de cuatro
variables:

Public Function paso_med(total, tengo, sobre, compra)
Dim i, salen

Fori=1To compra

salen = sobre * (total - tengo)/ total

tengo = tengo + salen

Next i

paso_med = Int(tengo)

End Function

Los pardametros son TOTAL, que es el numero de cromos de la
coleccion completa, TENGO, los que ya tengo, SOBRE, los que vienen
en cada sobre y COMPRA, los sobres que compro. Para llegar al
resultado_(insistimos, aproximado y estimativo), se recorren los sobres
uno a.uno, se le estima la media de no repetidos (variable SALEN) y se
acumula a los que tengo. Todo el calculo se recoge en el resultado
PASO_MED.

Con esta funcién puedes construir una tabla de evolucion de la
coleccion. Parte de un inicio, que puede ser de 0 cromos, y vas usando
de forma recurrente la funcién anterior hacia abajo, saltando cada vez
el numero de sobres que desees. Asi lo hemos hecho en esta tabla,
contando también los cromos comprados y los que salen repetidos:
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Sobres en cada
Sobre Total compra
5 250 10
Sobres Salen Compro Repes |Faltan
0 0 0 0 250
10 45 50 5 205
20 82 100 18 168
30 112 150 38 138
40 137 200 63 113
50 157 250 93 93
60 174 300 126 76
70 187 350 163 63
80 198 400 202 52
90 207 450 243 43
100 214 500 286 36
110 220 550 330 30
120 225 600 375 25
130 229 650 421 21
140 232 700 468 18
150 235 750 515 15
160 237 800 563 13
170 239 850 611 11
180 241 900 659 9

Si consideramos terminada una coleccion cuando faltan por tener
menos de 10 cromos (en ese momento suele aparecer la decisién
paterna de comprar los que quedan), segun este ejemplo, que no anda
muy descaminado, hay que comprar unos 180 sobres en lugar de los
50 que en este caso constituirian el numero minimo, es decir un 360%
sin contar los ultimos. Si quisiéramos aproximarnos al ultimo cromo
seria necesario comprar mas del 500%

De todas las columnas nos fijaremos en primer lugar en la ultima

Evolucién de los cromos que faltan por tener

55



Si representamos graficamente el nimero de cromos que van faltando
en cada compra, obtenemos una grafica de siguiente tipo

250
200
150
100

50

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 |

No constituye ninguna sorpresa. Sabemos que el dincremento
(negativo) del numero de los que nos faltan' va decreciendo
alarmantemente con cada compra. Tampoco nos asombrara el que se
oot 00 ajuste bien a una funcion exponencial, ya
que la probabilidad de disminuir el numero
de cromos /que nos faltan es
aproximadamente | proporcional a dicho
nuamero, en virtud de la probabilidad p=(N-
K)/N.
Hemos ido cambiando los parametros
TOTAL y SOBRE, comprobando que una
funcion del tipo

FALTAN(X) = TOTAL- e (—SOBRE/TOTAL)X
donde X es el numero de sobres comprados, se ajusta bastante bien al

proceso, como puedes observar en el siguiente ajuste realizado con un
total. de 200 cromos cuando entran 4 en cada sobre.

Acumulacion de repetidos

Si tienes el dato de los que te faltan, también sabes los repetidos que
te han salido. Su féormula aproximada seria:

REPES(X) = SOBRE - X — TOTAL + (1 — ¢(7SOBRE/TOTAL)X)
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Te dejamos que razones este resultado. La grafica de los repes tiene
como asintota y=SOBRE.X-TOTAL. Es facil de ver: los cromos que ya
tengo se acercan poco a poco al TOTAL y SOBRE.X representa los
que ya he comprado, luego es légico que los repetidos se acerquen a
su diferencia.

&Y si quisiéramos llegar a los ultimos cromos?

Sin cambiar ni comprar podriamos llegar a un proceso infinito de
compra. Por eso, lo légico es detenerse cuando ya faltan diez o doce
cromos y acudir a la compra directa.

Hemos introducido la funcién inversa (también aproximada), por.la que
sabiendo los cromos que ya tengo y los que quiero, te devuelve el
numero de sobres que necesitas comprar por término medio.

Su codigo es

Public Function compra_med(total, tengo, sobre, quiero)
Dim i, salen, t

i=1

t=0

While tengo < quiero

salen = sobre * (total - tengo) / total
tengo = tengo + salen

i=i+1

Wend

compra_med =j

End Function

Con ella se llega a resultados muy interesantes. En la siguiente tabla
se recogen los sobres de cinco cromos que se tendrian que comprar
en una coleccién de 250, partiendo de cero, para llegar a 240, 245 o
incluso 249 (con 250 podria llegar a un bucle sin salida). En teoria, si
no salieran repetidos, serian 50 sobres, pero en la realidad, observa...

Coleccion de 250 cromos en sobres de 5

Porcentaje
Paro de | Sobres que he|respecto al
comprar en | de comprar minimo
240 161 322%
245 195 390%
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247 220 440%
248 240 480%
249 275 550%

Al ultimo resultado ya llegaron los autores citados arriba: necesitas
comprar mas de cinco veces el numero minimo de sobres necesario.
También llama la atencidn que para que soélo te falten 10 debas
comprar el 322%. Es todo un aviso a los papas.

¢ Qué exactitud tendra todo esto? Pues ahora efectuaremos una
simulacion cromo a cromo y realizaremos series para ver si se
confirman estos resultados.

Simulacion de una coleccion de cromos

En esta segunda parte intentaremos acercarnos algo mas al problema
mediante una simulaciéon cromo a cromo. Seguiremos pensando en
términos de sobres completos, pero simularemos la aparicion de cada
cromo individualmente.

15| Simulacicn Una de las ventajas que tiene la hoja de calculo es que
e toda ella es una matriz de datos, con lo que nos
B ahorramos dimensionar variables tipo array, ya que las
tenemos delante de nuestra vista.

"
=R

2
19 3
20 a4
21 5

6

z Para simular una colecciéon de cromos, lo primero que
confeccionaremos es una lista de ellos numerados del
1 al total de la coleccion. Posteriormente figuraran
junto a ellos el total de repetidos que nos han salido.

NNRN D W e W A A

En la imagen se ha elegido la columna A para la lista de cromos y la B
para sus frecuencias de aparicion.

Una vez preparada la lista, procederemos a simular la apertura de un
sobre. No cansaremos a los lectores con cédigos, pero si sefialaremos
que los pasos de simulacién necesarios son:

Se simula la apariciéon de cada cromo nuevo. Suponemos que no hay
malicia en la distribuidora y que todos van saliendo de forma
equiprobable.

Una vez tengamos el sobre simulado, desecharemos aquellos
conjuntos en los que hay cromos repetidos, porque parece ser que
esto no suele ocurrir.
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Admitida la composicion del sobre, recorreremos la lista de los cromos
que ya tenemos. Si su frecuencia es cero, los consideramos nuevos y
se incorporan a la lista de los que tenemos y en caso contrario se
consideran repetidos. En ambos casos se incrementa la frecuencia.

Este proceso va bastante rapido, y se puede observar la composicion
de cada sobre nuevo y la evolucion de la lista.

Simulacion
Cromos que ya tengo Sobre Ti Me faltan Maximo
1

57
158
136
230

noBEow N
B R

Como observaras en la imagen, se pueden crear contadores para ver
los cromos que vamos teniendo, los que nos faltan y.los repetidos.
También, aunque después no lo hemos visto muy interesante, la
maxima frecuencia de repeticién que se observa en la simulacion. En
la imagen vemos que un cromo al menos ha aparecido 9 veces.

En la direccion hojamat.es/blog/cromos.xIsm tienes la hoja de Excel
gue contiene esta simulacion. En la parte superior se puede realizar el
estudio por medias de la primera parte y en la inferior, ademas de
simular la compra de X cromos, es posible planificar una serie de
simulaciones para equilibrar los resultados. Si la descargas, recuerda
que los datos para la simulacién son los de la parte superior.

Aqui nos limitaremos a presentar los resultados.

¢Confirma la simulacién los resultados aproximados del estudio
por medias?

Pues en gran parte si. En la siguiente tabla comparamos los datos
obtenidos. por medias binomiales en la entrada anterior y los
procedentes de series de 50 simulaciones cada una.

Sobres en cada
Sobre Total compra
5 250 10
Sobres Medias Simulacioén | Diferencia
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0 0 0 0

10 45 45,74 0,74
20 82 83,64 1,64
30 112 114,52 2,52
40 137 137,96 0,96
50 157 159,16 2,16
60 174 176,78 2,78
70 187 190,56 3,56
80 198 201,82 3,82
90 207 208,96 1,96
100 214 216,38 2,38
110 220 223,22 3,22
120 225 227,82 2,82
130 229 232,22 3,22
140 232 235,26 3,26
150 235 238,18 3,18
160 237 239,82 2,82
170 239 242,38 3,38
180 241 243,54 2,54

Las diferencias son muy pequefias, nunca superiores a 4 cromos, lo
que da validez a‘la aproximacion por medias, teniendo en cuenta que
tampoco la simulacién tiene caracter exacto (aqui todo es azar).

También aqui son bastante aproximadas las funciones exponenciales
que creamos para explicar la evolucion de la coleccién.

Hay un _punto interesante: La esperanza de obtener cromos nuevos en
cada sobre es ligeramente superior a la que nos daria la féormula E=mp
de la media binomial con probabilidad constante. Esto es debido a que
cada cromo que aparece, si no lo tenemos, disminuye la probabilidad
del siguiente y aumenta la de obtener el siguiente repetido. Si nos sale
repetido, no altera las probabilidades, porque lo guardamos en otra
parte. Hemos usado este hecho para estudiar todos los casos que se
pueden dar en la apertura de un sobre de 4 cromos en una coleccién
de 200 si ya tenemos 72. Si lees la tabla es natural que te “marees”,
porque no es facil seguir cada caso, pero al final resulta que la media
bien calculada es un 1,3% superior a la obtenida sin cambiar las
probabilidades:
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[ [0
Coleccion 128 127 126 125 256032000 0,16002 4 0,64008
200 128 127 126 75 " 153619200 0,096012 3 0,288036
Sobre 128 127 74 128 151570844 00847318 3 0,2841955
4 128 127 T4 74 " 89017856 0,0556362 2 0,1112723
Tengo 128 73 127 126 149522688 00934517 3 0,280355
12 128 13 127 74 " 87814012 00548843 3 0,164853
Faltan 128 13 73 127 86628224 00541426 2 0,1082853
128 128 73 73 73 49794176 00311214 1 00311214
72 128 127 126 147474432 00921715 3 02765146
72 128 127 73 85441538 0,053401 2 0,1068018
72 128 73 127 85441536 0,053401 2 0,1068019
72 128 73 73 49112064 0,030695 1 0,030895
72 12 128 127 84271104 00526694 2 0,1053389
72 72 128 73 48430206 00302746 1 0,0302748
72 T2 72 128 47775744 0,0298598 1 0,0298598

72 1z 72 72 26873858 00167962 '] 0
15688820568 09902685 2,5942852

E=n"p 2,56

Incremento 1,3%

De este orden son las diferencias entre las dos tablas que hemos
confeccionado, por lo que una valida a la otra.

¢ Se atreve alguien a sacar una férmula algebraica que resuma esta
tabla? Yo no, pero parece que alguien ha obtenido algo similar.

Resumen de hechos notables

Destacamos algunos hechos observados con ambos métodos (media
binomial y simulacién) y dejamos que los lectores intenten justificarlos
con los medios que les hemas propuesto.

(1) Si compras el minimo de sobres de una coleccion (cociente entre el
TOTAL y el SOBRE) sélo conseguiras completar un 63% de la misma
(en realidad, unas décimas mas, entre 632% y 63,8%
aproximadamente 'segin los casos. Cerca del valor de 1-1/e ¢por
qué?)

(2).El momento de compra en el que se igualan el nUmero de cromos
que tienes con los que te faltan (mitad de la coleccion) es cuando has
adquirido el 69% de los cromos. (cerca del valor de 100*LN(2) ¢ de
donde sale esa estimacion?). Los papas se han gastado un 19% mas
de lo previsto. A partir de ahora saldran mas repetidos que nuevos.

(3) Un momento critico ocurre cuando al abrir sobres nuevos hay una
gran posibilidad de que todos sus cromos estén ya repetidos. Esto se
dara cuando la esperanza E en un sobre no llegue a la unidad. Una
férmula aproximada para encontrar ese punto critico es

Ln(SOBRE)
SOBRE

X =TOTAL-

61



Por ejemplo, en una coleccion de 240 cromos que vienen en sobres de
6, cuando lleves comprados 71 sobres comenzaran los problemas.

(4) Por ultimo, una férmula medio empirica para relacionar el
porcentaje de la coleccion P que deseas alcanzar y los sobres
comprados:

TOTAL
SOBRE "

(1-P)

Si la aplicas, no te asustes, y piensa en ir cambiando.cromos.

Estos calculos los hemos comprobado con la simulacién y en realidad
son algo mas favorables, por ese 1,3% de'diferencia que existia entre
calcular por medias y simular.

NUMEROS DIGITALMENTE'EQUILIBRADOS

Numeros digitalmente equilibrados en base 10

Si se efectua una blsqueda por Internet con la expresién “balanced
number”. aparecen muchos sentidos distintos para el -calificativo
“equilibrado” referido a los numeros naturales. Unos son mas simples
que otros'y algunos se refieren a una clase especial de numeros,
comao los primos o los triangulares. Todos ellos tienen en comun que
nos permiten un desarrollo en este blog, ya que el uso de algoritmos
sencillos y de una hoja de calculo permitira aclarar algunos conceptos.

Resumiendo, nos hemos encontrado con estos significados de la
palabra “equilibrado”:

Con cifras
Un numero es equilibrado en un sistema dado de numeracién si

(distintas definiciones):
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(a) Todos sus digitos aparecen con la misma frecuencia. Es popular el
caso del sistema binario, en el que se exige que aparezcan el mismo
numero de 1 que de 0.

(b) Aparecen todos los digitos posibles una vez.

(c) Posee el mismo numero de digitos pares que impares, o bien los
pares figuran un numero impar de veces y los impares un niumero par.

(d) Numeros de tres cifras en las una de ellas es promedio de las otras.

(e) Los primeros n digitos tienen la misma suma que los' n_siguientes
(en numeros de 2n cifras)

Con clases especiales de numeros:

(a) Primo equilibrado es aquel que es promedio de su primo anterior y
el siguiente. Esta definicion se puede extender a otras clases de
numeros.

Habra mas casos definidos, pero con estos tenemos suficiente para
trabajar un poco. No quiere/decir que se desarrollen todos. En el
momento de escribir esto no. hemos concretado nada. Llegaremos
hasta donde el cansancio o el aburrimiento nos dejen.

Comenzamos hoy con el primer caso: “Todos sus digitos aparecen con
la misma frecuencia®. Para no perder generalidad usaremos como
parametro la base de numeracion. Esto nos exige que los algoritmos
que usemos no. se basen en el valor de los digitos, sino en su
representacion tomando las cifras como simbolos.

Si en una base dada de numeracion un numero se representa con
unos digitos tomados todos con la misma frecuencia, diremos que es
“digitalmente equilibrado” Por ejemplo, 172712 es equilibrado en base
10 y 50 lo es en base 3, ya que 5010=1212, equilibrado en el 1 y el 2.

Estudiaremos algunas cuestiones sobre ellos
¢ Numero total de equilibrados con un numero dado de cifras.

e Funcioén que nos devuelva si un numero es equilibrado o no.
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e Uniremos después los dos conceptos para comprobar calculos
0 para averiguar cuantos equilibrados hay en un intervalo.

Si tomamos un numero de digitos determinado (divisor en este caso
del total de digitos), el numero de posibles equilibrados no es dificil de
calcular, pues es una cuestion combinatoria. En el caso de no
concretar qué digitos son, las formas equilibradas de llenar un numero
de m cifras con n digitos equilibrados sera un caso de permutaciones
con repeticién, en el que cada digito se repite m/n veces. Lo
representaremos con la funcion FEQ (formas equilibradas de
aparecer). Su expresion es facil de conseguir:

m!

FEQ(TTL,TI) = W

Por ejemplo, con 6 digitos en total y el uso de sélo 3 resultaran

FEQ(6,3)=(6!)/(6/3)!* =720/8=90 formas

En el caso del ejemplo lo hemos comprobado con nuestra hoja
Combimagq, resultando, efectivamente, 90 casos

87
88
89
920

W W ww
W W W w
NDNN =
NS 2N
AN N
_a AN =

Desarrollo de esta funcion con hoja de calculo
Con este codigo se evita el uso de factoriales:

Function feq(m, n)
Dim q, i
Dim a, p

qg=m\n: Ifq<>m/n Then feq = 0: Exit Function
a=m:p=a

Fori=1Ton
Forj=q To 2 Step -1
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vale = False

While Not vale
Ifp/j=p\jThen

p =p/j: vale = True
Else
a=a-1:p=p*a
End If

Wend

Next j

Next i

Ifa>1ThenFori=a-1To2Step-1:p=p *i: Nexti

feq=p
End Function

Estas son las formas de aparecer, pero existe otra variable, y es el
numero de digitos totales que usaremos. En el ejemplo hemos usado
implicitamente los digitos 1, 2, 3, pero pueden ser otros. Si deseamos
estudiar el problema en base.diez, esos serian los digitos totales a
considerar. Por tanto, la funcion FEQ se debera multiplicar ahora por
todas las combinaciones-de k digitos tomados de n en n. Es decir, el
numero total, NEQ sera

NEQ(m,n, k) = #(ﬁ)

Notese que k ha de ser mayor o igual que n, lo que producira algunos
huecos en la distribucién de estos numeros equilibrados. Lo veremos
en otra entrada.

Desafortunadamente este valor incluye el cero como primer digito en
algunos casos, por lo que lo que solemos entender siempre como
numero de digitos se puede falsear, pero el resultado es bastante
aproximado al del uso comun. La solucion pasa por considerar solo
tramas de numeros con el mismo numero de digitos. Lo vemos:
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Por ejemplo, desde 1000 hasta 9999 (cuatro digitos), existen 4788
equilibrados (ya veremos mas adelante como se han contado), y esta
férmula, aplicada a m=4, n=1, 2 0 4 (sus divisores) y k=10 nos da como
resultado

NEQ(4;4;10)+NEQ(4;2;10)+NEQ(4;1;10) = 5040+270+10= 5320

La discrepancia consiste en que este segundo calculo incluye ceros a
la izquierda, y el otro no. Por tanto, bastara repartir 5320 entre 10
digitos y después multiplicar por 9:

5320%9/10 = 4788

Algoritmo para distinguir si un numero es  digitalmente
equilibrado.

Lo construiremos para bases de numeracion entre2 y 16, pues los
casos de bases mayores no tienen el mismo interés. Trabajaremos con
caracteres, y no con numeros, para poder usar los digitos ABCDEF del
sistema hexadecimal. Disponemos desde hace tiempo de la funcion
gque expresa un numero en’ cualquier base. Por si no la hemos
publicado nunca, la copiamos aqui. Es el primer paso para averiguar si
un entero es equilibrado© no, expresarlo en una base dada:

Public Function exprebase(n, b) As String

Dim c$(16)
Dim m, p, r
Dim expre$
c$(0)="0"
c$(1) = "1"
c$(2)="2"
c$(3)="3"
c$(4) ="4"
c¥(5)="5"
c$(6) ="6"
c¥(7)="7"
c$(8) ="8"
c$(9)="9"
c$(10) = "A"

66



c$(11) = "B"

c¥$(12) ="C"
c$(13) = "D"
c$(14) = "E"
c¥$(15) = "F"
c$(16) = "G"
expre$ =""
m=n

While m > 0
p=Intim/b)
r=m-p*b
expre$ = c¥(r) + expre$
m=p

Wend

exprebase = expre$
End Function

No la explicamos con detalle. Basta recordar la forma de pasar un
numero de base decimal.a otra base. Lo importante es que para saber
si un numero es_equilibrado hemos de usar sus digitos uno a uno, y
esta funcion lo consigue.

Una vez expresado un numero en la base deseada, el problema de
saber si es equilibrado o0 no es una cuestion de estructura de un
conjunto de simbolos, independientemente de si son numeros o no. El
algoritmo para averiguarlo puede ser el siguiente (en Basic de las hojas
de calculo):

(Esta preparado para bases del 2 al 16, las mas usuales, y no mas de
16 digitos)
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Public Function esequilibrado(n, b) As Boolean ‘n es el niumero y b la base
Dim ¢(17) ‘memorias para recoger los contadores de digitos

Dim i, nc, co, cc, j

Dim s$, ca$

Dim esq As Boolean

Fori=0To 16: c(i) = 0: Next i ‘Pone las memorias a cero

s$ = exprebase(n, b) ‘Expresa el nimero en la base dada, como-cadena de
caracteres

nc = Len(s$)

Fori=1 To nc ‘Recorre todos los digitos

ca$ = Mid$(s$, i, 1)

co = Asc(ca$) ‘caracter a estudiar

If co >= 48 And co <= 57 Then co = co — 47 ‘Convierte simbolos en cédigos
del 1 al 16

If co >= 65 And co <= 70 Then co = co- 54

c(co) =c(co) + 1 ‘Anade el cédigo a'su memoria

Next i

es = True

j=1

While c(j) = 0: j = j + 1: Wend ‘se salta las memorias vacias

i=j

cc =c(j)

While es And i <= 16

If ¢c(i) > 0 And cc <> c(i) Then es = False ‘Si dos frecuencias son distintas, ya
no.es equilibrado

i=i+1

Wend

esequilibrado = es

End Function

Con esta funcion podemos crear listas de numeros equilibrados. Aqui
tienes los primeros en base 2:
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Numero En base 2

63 111111

También se puede usar una funcion de N que cuente los equilibrados
hasta N. Podria ser esta:

Public Function ceq(m, n)

Dimi, c

c=0

Fori=1Tom

If esequilibrado(i, n) Then c =c +1
Next i

ceq=c

End Function

No necesita explicacion.

Equilibrados en base 10

Con la funcion CEQ podemos investigar cuantos equilibrados existen
en base 10 en los distintos tramos de numeros:

Hasta el 99 todos son equilibrados. Lo son los de una cifra, y todos
los de dos. Basta recorrerlos.

El 100 es el primer namero no equilibrado en base 10.

En cada centena del 100 al 1000 aparecen 73 equilibrados, o lo que
es lo mismo, hay 27 que no lo son. La razén es clara: el primer digito
es obligado en una centena, y un numero sera equilibrado si todos sus
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digitos son iguales, es decir, un solo caso (por ejemplo, de 300 a 400
sera el 333), o bien todos son diferentes, y como tenemos uno
obligado, los otros dos apareceran de 9*8=72 formas distintas, lo que
suma 73.

Asi que del 100 al 1000 contaremos 73*9=657 equilibrados. Ya
llevamos del 1 al 1000 657+99=756. Compruébalo con la funcién
CEQ(1000;10)=756

Observa como resultaria el 73 de la funcién NEQ:
(NEQ(3;3;10)+NEQ(3;1;10))/10 = (720+10)/10=73
En cada millar aparecen 532 equilibrados

Para reproducir este nimero usamos la funciéon NEQ:

NEQ(m,n, k) = ﬁ (ﬁ)

Ahora bastara aplicarla a m=4, n=4,2,1 (divisores del 4) y k=10:

NEQ(4,4,10)+NEQ(4,2,10)+NEQ(4,1,10)=5040+270+10=5320, y como
en cada tramo el primer. digito es obligado, dividiremos entra 10,
quedando 5320/10=532.

El mismo desarrollo admitirian los tramos de 10000 en 10000. Dejamos
solo el desarrollo numeérico:

NEQ(5,5,10)+NEQ(5,1,10)=30240+10=30250 y dividiendo entre 10:
3025 por.tramo.

Lo puedes comprobar en un tramo concreto con la funcion que cuenta
equilibrados:

CEQ(30000;10)-CEQ(20000;10)=11594-8569=3025
Comprueba que los tramos de 100000 poseen 16291 equilibrados.

Hemos descubierto que la funcién que cuenta los equilibrados
menores o iguales a un numero en base 10 es lineal a trozos, pues
presenta el mismo incremento en los tramos que poseen igual
nuamero de cifras.
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Otros numeros digitalmente equilibrados
Equilibrados en otras bases

Estudidbamos en la anterior entrada los numeros digitalmente
equilibrados en base 10. Descubrimos que su distribucion es lineal en
tramos entre multiplos de potencias de 10, y presentamos funciones
para descubrir si un niumero es equilibrado o no y poder_contarlos.
Ampliamos ahora el concepto a digitalmente equilibrados en-otras
bases.

Equilibrados binarios

Seran aquellos que presenten los unos y ceros con la misma
frecuencia (y también todo unos o todo ceros). Seguimos aqui con el
problema de los ceros a la izquierda, que no nos deben confundir. Con
la funcidon presentada en la anterior’ entrada, esquilibrado(N,2)
podremos encontrar los primeros:

N| Exprebase(N,2)
1 1
2 10
3 11
7 111
9 1001
10 1010
12 1100
15 1111
31 11111
35 100011
37 100101
38 100110
41 101001
42 101010
44 101100
49 110001
50 110010
52 110100

Vemos que presentan o todo 1 o la mitad 1 y la otra mitad O.
Obsérvese que este concepto es mas general que el presentado en
http://oeis.org/A031443

Si contamos los equilibrados anteriores a un nimero con la funcion
CEQ (ver entrada anterior) observamos que la distribucion es lineal a
trozos, con intervalos constantes. Lo vemos en el siguiente grafico,
construido sobre periodos de 100 en 100:
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Los periodos constantes se corresponden con intervalos que van
desde una potencia par de 2 a otra impar, porque entonces los
ndameros tendrian un numero impar de cifras y s6lo admitirian la
solucién 1111... En el grafico se distinguen los comprendidos entre
256 y 512, y mas arriba el que va de 1024 a 2048.

Idéntico fendmeno se percibe en'otras bases. Por ejemplo, en base 3

la distribucién seria
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Y en base 4:
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Con pares e impares

Hemos leido otra definicion de equiliborado en base 10: es aquel
numero que contiene el mismo numero, de digitos pares que de
impares. También es un problema combinatorio.

En primer lugar hay que considerar que el humero total de digitos de
estos numeros ha de ser par. Tal como’ consideramos en el primer
caso de esta serie, habra que/comenzar por contar las distintas
distribuciones de PAR e IMPAR que se pueden dar. Por ejemplo, con
seis cifras se pueden presentar asi: PPPIIl, PPIPPII, PPIIPI, PPIIIP,
PIPPIIl, PIPIIP, PIIPPI,....Son permutaciones con repeticion de dos
simbolos tomados de ‘seis en seis, es decir: 6!/(3!3!)=20, y después
rellenar los elementos P e | con los cinco casos de cada clase, es decir
con variaciones con. repeticion de cinco elementos tomados las veces
necesarias. Aqui seria 20*5**5°=312500

En-general, para n pares y n impares:

2n)!
N(n,n) = ﬂ 52n
n!n!
Por ejemplo, con cuatro cifras nos resultaria 24/(2*2)*5*=3750 y con

dos: 2/(1%1)*5%=50.

Estas formulas contienen los casos en los que el cero es la cifra inicial
y el numero de cifras disminuye en una unidad. La comprobacién y en
su caso correccion de esto la podemos efectuar contando los
equilibrados entre dos numeros.
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Descubrimiento de equilibrados

Otro enfoque es el de descubrir si un numero de 2n cifras es
equilibrado en este sentido. Podriamos recorrer sus digitos y ver si el
caracter PAR y el IMPAR se equilibran. Llegariamos a un algoritmo
semejante al siguiente:

Public Function esequilibradop(n) As Boolean 'se podra borrar
Dim par, impar

Dim i, nc, co

Dim s$, ca$

par = 0: impar = 0 ‘Contadores de cifras pares e impares

s$ = Str$(n) ‘En las cuatro lineas siguientes convertimos el-nimero en string
nc = Len(s$)

s$ = Right$(s$, nc - 1)

nc=nc-1

If nc / 2 <> nc \ 2 Then esequilibradop = False: Exit Function ‘Numero
impar de cifras

Fori=1Tonc

ca$ = Mid$(s$, i, 1)

co = Asc(ca$) — 48 ‘Se halla.el valor del digito

If co/ 2 =co\ 2 Then par = par + 1 Else impar = impar + 1 ‘Se acumula el
contador

Next i

If par = impar Then esequilibradop = True Else esequilibradop = False
End Function

Con esta funcion es facil contar equilibrados en un intervalo

Public Function contareq(m, n)
Dim a, ¢

Ifm>nThena=m: m=n:n=a
c=0

Fora=mTon

If esequilibradop(a) Thenc=c + 1
Next a

contareq =c
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End Function

Por el problema del cero inicial, esta funcidon contara menos casos que
la anterior de tipo combinatorio. Lo vemos en esta tabla:

Namero 2N de cifras Minimo Maximo Combinatoria Contador Diferencia
2 10 99 50 45 5
4 1000 9999 3750 3375 375
6 100000 999999 312500 281250 31250

Para dos cifras el desfase es de 5, correspondiente a los casos 01, 03,
05, 07, 09.

Para cuatro cifras es de 375, que coincide con este calculo:
3/ (21M1)*573=375 y para seis cifras con ‘51/(312!)*575=31250. Te
dejamos razonar esto y descubrir una relacidén existente en la tabla.

Otras definiciones

Aun hemos encontrado mas definiciones de numeros equilibrados. Las
dejamos ahi por si las deseas estudiar:

e Un numero es equilibrado cuando el numero de veces que
aparece en él una cifra par es IMPAR, y el numero de cifras
impares es PAR.

¢ Un numero de tres cifras es equilibrado si la de las decenas es
el promedio de las.otras dos.

e La misma definicion anterior, pero sin exigir que sean las
decenas.

Hasta es posible que te inventes alguna nueva definicion. Esto es
COmo un juego.
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PERMUTACIONES Y CICLOS

PERMUTACIONES OBTENIDAS POR SIMULACION

El estudio que emprendemos hoy se parece bastante al problema de
completar una coleccion de cromos, que ya tratamos hace unos meses
(http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2012/05/este-cromo-lo-tengo-repe-1.html)

Pertenece al tipo de problemas de llenado aleatorio de un conjunto,
como el de una linea o un carton de bingo. Estos ejemplos se
caracterizan porque la probabilidad de obtencion de .un nuevo
elemento del conjunto depende del numero de los ya obtenidos, en el
sentido negativo, de ir disminuyendo la probabilidad conforme se llena
el conjunto.

Hoy lo experimentaremos con permutaciones. Hace dias, jugando con
las cifras del numero 19913 con el fin de obtener todos los numeros
primos posibles, acudi a la herramienta Combimaq, de hojamat.es
(http://hojamat.es/sindecimales/combinatoria/herramientas/herrcomb.htm#combimagq),
que me proporciono ~la solucion exacta, elemental, de 30
permutaciones, 30=5!/(212!)=120/4

SU1 [ su2 [ su3 [su4] sus |

©© © 2 = 2 WWWEO OO = 3 a2 WWWEO OO OO S
© 2 20 © 2O 2w WO OO WWO O A S WO O
SO SO SO 2O W SO S WS WO OO0 WS WO O WO
S8 O OO OSSO WO WSSO0 SO WO WO 0w

W W WW WL ©OEO®©EO©®OEO®OEOOEO®OEO©= 3 =3 a3
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Me pregunté entonces por la posibilidad de obtener esos resultados
mediante simulacion. Elegi este procedimiento:

(1) Se fija un conjunto cualquiera de unos pocos elementos, por
ejemplo el dado 1, 9, 9, 1, 3, con o sin repeticion de elementos.

(2) Lo sometemos reiteradamente a transposiciones aleatorias de
sus elementos. Como una permutacion se puede descomponer en
dichas transposiciones, cada vez que efectuemos esta operacion
estaremos creando una permutacion del conjunto primitivo. Como es
de suponer, después de varios intentos las permutaciones comenzaran
a repetirse.

(3) Cada permutacion nueva la comparamos con las anteriores, y si
es distinta a todas ellas, la incorporamos a la lista' delas formadas y
seguimos el proceso. Nada nos garantiza que esto agote el conjunto
de todas las permutaciones posibles, al igual que una coleccién de
cromos en la que no se intercambian ni se.compran puede no llegar a
completarse nunca.

(4) El proceso parara si le incluimos un/tope, que podria ser el
numero total de permutaciones que conozcamos previamente. Por
ejemplo, en el caso de 19913 serian 30 permutaciones. Si no se indica
ningun tope, puede que el proceso llegue a completar el catalogo de
permutaciones o bien, cosa improbable, que nunca lo haga, se inicie
un ciclo sin fin y haya que interrumpir el proceso (en realidad, esto
también puede ocurrir fijado un tope de resultados). Esta interrupcion
se logra con la pulsacién de la tecla ESC (en Excel) o Ctrl+May+ Q en
OpenOffice y LibreOffice.

Descripcion de la herramienta:

Hemos incluido este simulador en
http://hojamat.es/sindecimales/combinatoria/herramientas/herrcomb.htm#simulpermu
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Funcionamiento

La hoja principal presenta esta estructura

Permutaciones por simulacion

Escribes los elementos del conjunto en la fila de color verde. En la
imagen se ha elegido aaabbb. Fijas el numero de elementos, porque
en esa fila puede haber otros residuales mas a la derecha. Después
concretas el tope, o nimero de permutaciones esperado. En el
ejemplo hemos escrito.un‘0 para que sea el simulador el que llegue al
numero de permutaciones totales, en este caso 20.

En la parte izquierda veras aparecer los intentos y los resultados. Es
normal que se necesiten muchos intentos, y en este caso sin tope, la
tardanza nuestra en interrumpir el proceso afiadira mas. Por eso, para
recuentos o estadisticas es preferible fijar previamente el numero
esperado de permutaciones. Junto a cada permutacion figura el
numero de intentos que ha necesitado.

Podemos usar el simulador para reproducir un resultado que ya
conocemos. Imaginemos que en un curso de Combinatoria al
alumnado le cuesta entender el niumero de permutaciones que se
pueden construir con las letras REDADA. Iniciamos la simulacién y
observamos que la creacion de permutaciones se estabiliza en el
numero 180
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Para entender mejor el proceso, ordenamos la tabla completa
mediante las columnas D, E, F,... (no olvides desactivar la opcion de
“‘Mis datos tienen encabezados”). De esta forma se entendera mejor
cdémo se crean las distintas permutaciones:

E

n un segundo paso se puede demostrar Ila férmula
6!/(2!12!)=720/4=180

Por el contrario, si.sabemaos, por ejemplo, que el conjunto 17767
presenta 5!/3!=20 permutaciones, planteamos la generacion aleatoria
con tope 20, y posteriormente ordenamos la tabla:
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Podemos observar que las permutaciones se han ordenado de forma
creciente (como si fueran cifras de un numero) y demuestran mediante
formacién ordenada que el niumero de permutaciones vale 20.

Estadisticas de la simulacion

Lo anterior presenta un interés relativo, es un mero ejercicio de
simulacion. Le dotaremos de mas potencia realizando algunas
estadisticas mediante la inclusién de un generador de’series, que
repite el proceso cuantas veces deseemos y nos devuelve las
estadisticas.

Recuerda que cada permutacion viene acompafiada de los intentos
que se han necesitado para encontrarla. En la imagen figura el
desarrollo para generar las permutaciones del conjunto 1234.

- 1 2

Se han necesitado 64 intentos, repartidos como se ve en la imagen,
con bastantes oscilaciones aleatorias, aunque con tendencia a crecer.
Si deseamos estudiarlos mejor deberemos acudir a series de
simulaciones.

La primera permutacion solo ha necesitado un intento. Siempre es asi
si el conjunto basico no presenta repeticiones (¢ por qué?). Aqui el
segundo también ha salido a la primera, pero el tercero ya necesita a 2
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intentos. Asi van aumentando hasta llegar al ultimo, que requirié 11
intentos. Estamos ante una sucesién creciente de incrementos también
crecientes.

Para estudiarla mejor pasamos a la segunda hoja de calculo, en la que
disponemos del botdn para crear series, y lanzamos una de 1000
repeticiones, para obtener unas medias que se puedan confrontar con
una posible teoria o realizar el ajuste a una funcion. El resultado de
esta serie ha sido el siguiente:

N2 permutacién Intentos medios Pascal

2 1,00 1,04
1,22 1,09
1,24 1,14
1,29 1,20
1,32 1,26
1,44 1,33
1,52 1,41
9 1,67 1,50
10 1,79 1,60
11 1,89 1,71
12 2,02 1,85
13 2,24 2,00
14 2,32 2,18
15 2,55 2,40
16 2,69 2,67
17 3,22 3,00
18 3,70 3,43
19 4,23 4,00
20 511 4,80
21 6,5 6,00
22 9,0 8,00
23 12,5 12,00
24 24,5 24,00

0NV AW

¢, Se podra confrontar esto con alguna teoria? En realidad si, porque el
caso de los intentos necesarios para obtener unos éxitos se estudia
con la . distribucion ~ binomial negativa o de Pascal
(http://www.uv.es/ceaces/base/modelos %20de%20probabilidad/binegativa.ntm).  En
nuestro ejemplo solo se pretende conseguir un éxito y no varios, por lo
que la férmula de los intentos medios es muy simple M=1/p, siendo p la
probabilidad de obtener, en nuestro caso, una permutacidon nueva, y
que sera del tipo 3/24, 4/24, ...

En la imagen se han anadido los resultados que se esperarian segun
la teoria. Parecen muy ajustados, pero en otros muchos experimentos
que hemos realizado se advierte un sesgo, en el sentido de que el
numero de intentos medios es algo superior a lo esperado, lo que nos
hace dudar de la absoluta aleatoriedad del proceso.
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En esa misma segunda hoja apareceran los valores maximos y
minimos del numero de intentos. EI minimo, si no hay repeticiones,
siempre sera 1 y el maximo oscila tanto que no tiene interés una
estadistica sobre él.

Pues a ver si descubres algo mas o amplias el modelo.

GRUPO SIMETRICO

Solemos considerar las permutaciones como las distintas ordenaciones
de un conjunto. Existe otro punto de vista alternativo, que es muy
fructifero, y es considerarlas como aplicaciones biyectivas del conjunto
en si mismo. Asi, la permutacion S=(3,2,1,4) se puede considerar
derivada de (1,2,3,4) (orden principal) mediante la aplicacion S(1)=3,
S(2)=2, S(3)=1y S(4)=4. Asi la interpretaremos aqui.

Como la naturaleza de los elementos no influye en la teoria,
imaginaremos que se trabaja siempre sobre el conjunto {1,2,3,4,....n} y
que una permutacion como S=(5,1,3,2,...) se interpreta: S(1)=5,
S(2)=1, S(3)=3, S(4)=2,...La escribimos asi, como un conjunto de
imagenes, por comodidad de escritura, pero te la puedes imaginar con
los origenes sobre ellas formando una matriz de dos filas, con lo que
cae cada imagen debajo del origen

G132 7

Las permutaciones se pueden componer como todas las aplicaciones,
usando una de ellas y después la otra sobre las imagenes de la
primera. No es facil verlo en este caso, por lo que usaremos un
ejemplo:

Sean G=(4,2,5,3,1) y H=(1,4,3,5,2), o escribiendo origenes:

G:
(353357
& (33553
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La composicion H*G (escribiendo de derecha a izquierda) se formaria
asi (hay que estar atentos):

H*G(1)=H(G(1))=H(4)=5 H*G(2)=H(G(2))=H(2)=4
H*G(3)=H(G(3))=H(5)=2 H*G(4)=H(G(4))=H(3)=3
H*G(5)=H(G(5))=H(1)=1, con lo que resultaria

H*G=(5,4,2,3,1) Como ves, no es nada intuitivo.

Es facil demostrar que las n! permutaciones forman grupo.para esta
composicion, siendo la identidad E=(1,2,3,4,..., n) 'y el inverso la
permutacion que convierte las imagenes en origenes. A este grupo le
llamaremos Grupo simétrico para {1,2,3,..., n} y lo representaremos
como S,.

S B i e e cTe apeteceria comprobar
Composicion de permutaciones
composiciones de permutaciones con
Orden principal . ,
rsrstarersirrarsl  hoja de calculo?

Pemmutacién G

EEmIETTIETETETs] - - Te damos unas ideas:

Pemutacién H

[eTaTaTe[1Telale7]

Puedes escribir en filas distintas, una

peitslsbabeisirielsl © debajo de la otra, las dos permutaciones

G y H (en la imagen, filas 12y 16) y después la composicién de ambas

(fila 20), que es la unica que contendra formulas. El resto de la hoja
solo contiene datos.

Es'muy interesante estudiar qué férmula podemos implementar en la
fila 20°de la imagen. Explicaremos la primera celda, B20, y después
bastara extenderla al resto de la fila. La formula adecuada es:

=INDICE($B16:$J16;1;B12)

La funcién INDICE elige en una lista el elemento que presenta un
numero de orden. En este caso la lista es la permutacién H. De ahi que
hayamos usado el rango $B16:$J16. Después hay que indicar la fila
del rango. Como solo hay una fila, hemos escrito un 1. El siguiente
parametro es el numero de orden, y aqui va a residir el truco: Hemos
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de elegir en H el elemento que ocupe el lugar que indica G en la misma
columna. Insistimos en que esto, al principio, no es facil. Hemos escrito
en la férmula “B12”, que es la primera imagen de G, un 6, luego
deberemos ir a H y buscar el sexto elemento, un 8, y por eso en la
celda B20 aparece ese 8.

Como puede que te siga costando, te ofrecemos esta hoja en la
direccion

http://hojamat.es/blog/compopermu.zip

Como el grupo simétrico opera sobre un conjunto finito (cardinal n!), la
aplicacion reiterada de una sustitucion consigo misma (potencia de la
permutacion) llevara a la repeticiéon de resultados, es decir, a que dos
potencias distintas sean equivalentes:

PM=pP"

Si suponemos, por ejemplo que m<n, entonces esa igualdad, si le
aplicamos la permutacién inversa jpara simplicar, se convertiria en
P"™=P*=E (identidad)

Toda permutacién, aplicada un niumero determinado de veces, se
convierte en la identidad.

El numero minimo.para el que eso ocurre recibe el nombre de orden
de la permutacion. En los ejemplos de arriba, el orden de G es 4, y el
de H es 3. Compruébalo. Esta idea nos servira en lo que sigue.

cmm e Tesr > Una propuesta: En la imagen se ha
; s i e compuesto G consigo misma, y el
g — |\p\p| i conjunto total parece haberse dividido en
E | Permutacion tres subconjuntos, cada uno de los cuales

64521339

=
~

parece que va “a su aire”, sin mezclarse
con los otros. ¢ Cuales son?

®

Permutacion G

6§ (452139

Composicion G*G

g

[BT2TT4aTe[5T7TeET9]
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DESCOMPOSICION EN CICLOS

Algunas permutaciones dejan invariantes unos elementos, y a otros los
van transformando ciclicamente hasta volver al primero. Asi, la
permutacion (1,3,4,2,5,6) deja invariantes 1, 5 y 6, mientras 3 se
transforma en 4, este en 2 y el 2 tiene como imagen el 3. A este tipo de
permutaciones las llamaremos ciclos. Omitimos definiciones formales,
porque aqui nuestro interés es practico y de aprendizaje de las hojas
de caélculo.

Llamaremos ciclo a una permutacién que deja invariantes algunos
elementos y somete a una rotaciones completas a los restantes.

Representaremos un ciclo mediante los" elementos que se van
transformando uno en otro, omitiendo los. invariantes. Asi, (3,4,2)
representaria a la anterior permutacion. Podemos someter a los
elementos 3,4,2 a una rotacion en el orden.y representarian el mismo
ciclo: (3,4,2) = (4,2,3) = (2,3,4), pero otro tipo de alteracion del orden,
como (3,2,4) ya representaria un ciclo distinto. Si aplicamos
reiteradamente un ciclo; cada elemento ird pasando por todas las
posiciones posibles e, inversamente, por una posicion dada iran
pasando ordenadamente todos los elementos.

Un mismo ciclo se puede representar comenzando con cualquiera
de sus elementos si se respeta el orden circular.

Un ciclo'de un elemento representa un elemento invariante, y el de
dos, una transposicion entre dos elementos. Si el ciclo abarca la
permutacién completa, a esta la llamaremos ciclica.

La propiedad mas importante de los ciclos es que toda permutacion se
puede descomponer en ciclos disjuntos de forma unica salvo el orden.
Segun esto, la del ejemplo podemos representarla como
(1,3,4,2,5,6)=(3,4,2)(1)(5)(6). Se suelen ordenar los ciclos por su
magnitud, de mayor a menor.

¢Como descomponer una permutacion en ciclos?
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El procedimiento puede ser el siguiente:

Elegimos el elemento 1, y aplicamos la permutacién de forma reiterada
hasta que la imagen vuelva a ser 1. Como el conjunto es finito, esto se
acabara logrando, con lo que ya tendremos el primer ciclo de la
descomposicién. Buscamos después el siguiente elemento que no
pertenezca al ciclo conseguido (si hemos acabado es que la
permutacion estudiada se reduce a un solo ciclo, es ciclica) y
efectuamos la misma operacion para obtener el segundo ciclo, y asi
sucesivamente hasta agotar el conjunto.

Por ejemplo, la permutacion (4, 2, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 3,1,'5) nos llevaria
al siguiente proceso:

Comenzamos con el 1. Las sucesivas imagenes serian:1 -4 -7 — 10
— 1. Ya tendriamos el primer ciclo (4, 7, 10, 1).

Buscamos el siguiente elemento no| estudiado aun: el 2, que se
transforma en si mismo. El siguiente ciclo es, pues, (2)

Siguiente elemento libre: 3, que engendra: 3 — 6 — 9 — 3, formando el
ciclo (3, 6, 9)

Por ultimo, con 5 logramos (5, 8, 11)

Hemos terminado: (4,2, 6, 7,8, 9, 10,11, 3,1,5)= (4,7, 10,1) (3, 6, 9)
(5,8,11)(2)

Como cada ciclo opera sobre elementos disjuntos, esta
descomposicion es un producto en Sn, en el que los ciclos son
permutables y por tanto, no influye el orden.

En este proceso los ciclos que se formen seran disjuntos, pues si dos
de ellos tuvieran un elemento comun, al aplicar el ciclo sobre él
reiteradamente se incluirian todos los elementos, y los ciclos serian en
realidad uno solo.

El numero de ciclos en que se descompone una permutacion varia
entre 1, si ella misma es ciclica, hasta n, si se trata de la permutacion
identidad.
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Podemos conseguir que una hoja de célculo haga lo mismo:

Permutacion G

[4 2678 ][08 [10[11]3][1]56]

Ciclos

[P T2]3[1[af3[1]aJ3[1]4a]0

Lo hemos implementado en Excel y Apache OpenOffice

(http://hojamat.es/sindecimales/combinatoria/herramientas/herrcomb.htm#ciclos)

Observa que ha creado una fila en la que va tomando nota de los
ciclos a los que pertenece cada elemento;y. después ha escrito debajo
la composicién de cada ciclo. Es una tarea un poco larga, por lo que
sélo explicaremos los fundamentos; remitiendo después a la hoja ya
confeccionada.

Proceso para encontrar los ciclos:

1) Se crean unas memorias que contendran la informacion de los ciclos
gue se van ocupando. Al principio se inician todas a cero.

2) En cada paso del proceso se busca el primer elemento cuyo niumero
de ciclo'es 0..Se aumenta en una unidad el numero del ciclo, que, por
tanto, comenzara-en 1. Con un procedimiento similar al usado
anteriormente, . se aplica reiteradamente la permutacion hasta
completar el ciclo.

Este paso se da mientras exista un elemento con numero de ciclo O.
Para cada elemento, se ira escribiendo en la hoja a qué ciclo
pertenece.

3) Localizados los ciclos, se van buscando los elementos de cada uno
y se escriben en filas distintas debajo del esquema. Esta parte es mas
informatica que matematica, y la podemos omitir.
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Generacion aleatoria

Como la hoja de calculo ofrecida no tiene mas objetivo que el de
explicar el concepto, se ha afadido la posibilidad de generar
aleatoriamente una permutacién para comprender mejor la
descomposicion en ciclos.

Generacion aleatoria
Total elementos (no mas de 20)

Aleatorio

Orden de un ciclo

No es dificil entender que el orden de un ciclo es su longitud, ya que
los elementos invariantes seguiran siéndolo aunque reiteremos y los
ciclicos se iran recorriendo uno por uno y se llegara al primero cuando
se recorra toda la longitud:

El orden de un ciclo coincide con su longitud

También es sencillo entender que si una permutacion se descompone
en ciclos, su orden sera el MCM de las longitudes de los mismos.

Asi, el orden de (1)(2, 3, 7)(4, 5)(6) sera 6, el mcm(1, 3, 2, 1)

En la misma hoja se puede estudiar el orden de los ciclos y el de la
permutacion total

El orden de los ciclos aparece en la parte izquierda de los mismos

Orden
1

O aanNN®
-
3
o

El orden total, MCM de los de los ciclos lo tendras en la parte derecha

Orden de la permutacién
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Transposiciones

Llamaremos transposicion a un ciclo de orden 2. Todo ciclo, y en
consecuencia toda permutacion, se puede descomponer en
transposiciones. Se comprende solo con estudiar este desarrollo:

(a, b, c, d, e)=(a, e)(a, d)(a, c)(a, b)
Esta descomposicion no es Unica.
Permutaciones circulares o ciclicas

Puede ocurrir que una permutacion sea en si misma un ciclo. La
llamaremos ciclica o circular. Dentro del grupo simétrico S, el numero
de permutaciones ciclicas equivale a (n-1)! Es algo muy conocido y se
justifica porque para inventarte una permutaciéon de este tipo en primer
lugar has de ordenar todos los elementos, lo que puedes realizar de n!
formas diferentes y una vez elegida una, esta representa n circulares
idénticas, porque tienes n formas de elegir el primer elemento, luego el
nuamero es n!l/n=(n-1)!

Permutaciones de n elementos que son ciclos de orden k

Deberemos elegir k elementos para el ciclo y dejar los restantes n-k
fijos. El elegirlos ‘nos supone Cn,k formas y dentro de los elegidos, (k-
1)! ciclos posibles, luego el nimero total de ciclos de orden k sera

()t

Permutaciones reducidas

Son aquellas que no dejan fijo ningun elemento, las que en la
descomposicién en ciclos ninguno de ellos tiene orden 1. Son las
conocidas como desarreglos (o desbarajustes) Los puedes estudiar en
http://hojamat.es/sindecimales/combinatoria/teoria/teorcomb.pdf

En esa direccion hemos explicado su formula

1

D r(1 L, L, (1)“1)
- TR R TR
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NUMEROS DE STIRLING DE PRIMERA ESPECIE.

Vimos en el capitulo anterior que toda permutacion sobre el conjunto
{1,2,3,...,n} se puede descomponer en k ciclos, y van desde la
identidad, que comprende n ciclos, hasta las permutaciones ciclicas,
que se reducen a un solo ciclo.

Si fijamos el numero k, podremos plantearnos cuantas permutaciones
se pueden descomponer exactamente en k ciclos. Por ejemplo, en el
conjunto {1,2,3,4,5}, las permutaciones formadas por dos_ciclos son
(escribimos sdlo los conjuntos invariantes en los ciclos):

(1,2,3,4)(5), (1,2,3,5)(4), (1,2,4,5)(3), (1,3,4,5)(2), (2,3,4,5)(1),

(1,2,3)(4,5), (1,24)3,5), (1,3,4)2,5), (2,34)1,5), (1,2,5)3,4),
(1,3,5)(2,4), (2,3,5)(1,4),

(1,4,5)(2,3), (2,4,5)(1,3), (1,3,5)(1,2)

Resultan en total 15 configuraciones, pero cada conjunto de cuatro
elementos equivale a seis ciclos (permutaciones circulares, factorial de
n-1=3). Asi, (1,2,3,4) contiene en realidad los ciclos (1,2,3,4), (1,2,4,3),
(1,3,2,4), (1,3,4,2), (1,4,2,3)(1,4,3,2) y cada conjunto de tres equivale a
dos ciclos (y los de dos, a uno solo), luego tendremos:

S(5,2)=5"6+10*2=50

Al numero de permutaciones de n elementos que estan formadas
por k ciclos le lamaremos numero de Stirling de primera especie
sin signo, y lo representaremos por S(n,k). Asi, el calculo anterior se
puede expresar como S(5,2)=50

Es evidente que S(n,n)=1, pues sdlo la identidad contiene n ciclos, y
que S(n,1)=(n-1)!, pues representaria a las permutaciones circulares.
Ademas, S(n,0)=0, valor adoptado por definicion. Piensa también por
qué S(n,n-1)=Cn,2 (niumero combinatorio).

El resto de numeros de Stirling se obtiene mediante la férmula de

recurrencia
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S(n+1,k)=S(n,k-1)+nS(n,k)

En efecto, si afadimos un elemento nuevo a una configuracién en
ciclos, puede ocurrir que ese elemento sea un invariante, que forme
ciclo consigo mismo. En ese caso puede estar acompafado de S(n,k-
1) formas distintas de distribucion en ciclos. Por el contrario, si el nuevo
lo deseamos integrar en los ciclos ya existentes, lo podemos incluir
ocupando n lugares distintos, luego formara nS(n,k) configuraciones
diferentes.

Lo entenderas mejor con un ejemplo. Formemos todas las
distribuciones de 4 elementos en 3 ciclos:

(1)(2,3)(4), (2)(1,3)(4), (3)(1.2)(4)
(1,4)(2)(3), (1)(2,4)(3), (1)(2)(3.4)

En total resultan 6. En la primera fila hemos afiadido el 4 como
elemento invariante, anadido a las tres configuraciones de 3 elementos
en dos ciclos S(3,2) y en la segunda lo hemos integrado en los ciclos
existentes, que solo tienen’ una posibilidad, (1)(2)(3) (S(3,1)) vy
podemos insertarlo en 3 posiciones distintas, luego resultan 3S(3,3).
En resumen:

S(4,3)=5(3,2)+35(3:3)

Esto nos da una posibilidad de calcular estos nimeros. Por convenio
se les da valor cero cuando el numero de ciclos es cero. En la imagen
tienes la tabla conseguida en hoja de calculo con stirling.xls vy
stirling.ods (los puedes descargar desde

http:/hojamat.es/sindecimales/combinatoria/herramientas/herrcomb.htm#nume)

0 1 2 | 3 4 5 | 6 |

1
1 1
2 3 1
[} 1 [} 1
24 50 35 10 1
120 274 225 a5 15 1
720 1764 1624 735 175 21
5040 13068 13132 6769 1960 322
40320 108584 118124 67284 22449 4536
362880 1026576 1172700 723680 260325 63273
3628800 10628640 12753576 8409500 3418930 902055
39916800 120543840 150917976 105258076 45995730 13339535
479001600 1486442880 1931559552 1414014888 857206836 206070150

ﬁﬁ:awm-ﬂmuhunao.

cocooccooocoooo o -
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Comprueba en ella alguna generacién por recurrencia. Por ejemplo,
274=50*5+24, 1624=225"6+274

También es elemental la propiedad de que la suma de numeros de
Stirling para un n dado es n!, pues abarcan todas las posibilidades.
Comprueba este hecho sumando todos los nimeros de una misma fila
en la tabla de la imagen.

Observa que cada fila posee un solo maximo, como ocurre, por
ejemplo con los numeros combinatorios, so6lo que aqui 'no esta
necesariamente en el punto medio.

Funcién generatriz
La funcidon generatriz de estos nimeros (con signo), para.un n dado es
Fo(x)=x(x-1)(x-2)(x-3)...(x-n+1)=x"

Con ella resultan los numeros con signo. y prescindiendo de S(n,0).
Observa que se trata de una potencia factorial, o factorial de grado n
de x. Los numeros de Stirling con signo obedecen la misma férmula de
recurrencia, pero restando.el segundo término. Esto es claro si
consideras el desarrollo de

Frea(X)=x(x-1)(x-2)(x~-3)...(x-n+1)(x-n)= F,(x)(x-n)

Piensa en un grado cualquiera del desarrollo y lo comprenderas.
Lo podemos comprobar con PARI, por ejemplo en el caso n=6
{print(taylor(x*(x-1)*(x-2)*(x-3)*(x-4)*(x-5),x,7))}

Resultado: -120*x + 274*x"2 - 225*x"3 + 85"x"4 - 15"x"5 + x"6 +
O(xA7)

En la imagen puedes estudiar la comprobacién con wxMaxima:
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@ wxMaxima 0.8.6 [ expansién de un polinomio.wxm* |
Archivo Editar Celda Maxima Ecuacones Algebra Andlisis Simplificar Graficos Numérico A

EBFOSX LA VO GO >DT— @

(311) prx*(x-1)*(x-2)*(x-3)*(x-4)*(x-5);
ratexpand(p):
(301) (x-5)(x-4)(x-3)(x-2N(x-1)x

(302) x5-15x2+85 x*-225 x%+274 x?-120 %

Como ves, los ordena en sentido inverso.

Una interpretacion sencilla de este desarrollo es el considerar los
numeros de Stirling (salvo el caso de indice cero) como los coeficientes
mediante los que una potencia factorial x" se descompone como
combinacion lineal de potencias ordinarias x* de x.
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FUNCIONES GENERATRICES

UN EJEMPLO INTRODUCTORIO

Antes de iniciar cualquier planteamiento teérico sobre las funciones
generadoras (o generatrices), muy usadas en Combinatoria y en el
estudio de las sucesiones de numeros, las introduciremos mediante un
ejemplo. Después, en sucesivas entradas, estudiaremos el.concepto
con mas profundidad. Al principio no se ve bien la utilidad de estas
funciones, pero si lees la serie entera que vamos._a.ir publicando
descubrirds que constituyen un buen instrumento’ de calculo.
Paciencia, pues.

Problema

Deseamos elegir nueve cuentas de colores. Disponemos de cantidad
suficiente de cuentas rojas, amarillas y verdes, pero queremos elegir
entre 2 y 5 rojas, menos de 4 amarillas y al menos 3 verdes. ¢De
cuantas formas podemos efectuar la eleccion?

Este problema nos - plantea el desarrollo de particiones
condicionadas de un numero. Ya hemos tocado este tema en el blog
(http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2011/02/particiones-de-un-
numero.html

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2011/02/funciones-de-particion-
de-un-numero.html)

Independientemente de que se trate de particiones, intentaremos
resolver el problema con varias técnicas, y entre ellas la del uso de una
funcion generatriz.

Con un producto cartesiano

Como de las rojas hemos de elegir entre 2 y 5, de las amarillas de 0 a
3 y de las verdes un minimo de 3 y un maximo de 7 (¢ por qué 77?),
bastara formar el producto cartesiano {2,3,4,5¥0,1,2,343,4,5,6,7} e ir
eligiendo las ternas que sumen 9. Un problema totalmente elemental
gue se puede resolver en ensefianzas medias.
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A poco que nos pongamos obtendremos: 9= 2+0+7 = 2+1+6 = 2+2+5 =
2+3+4 = 3+0+6 = 3+1+5 = 3+2+4 = 3+3+3 =4+0+5 = 4+1+4 = 4+2+3 =
5+0+4 = 5+1+3.

En total 13 particiones. Para este problema no se necesitarian mas
técnicas, pero lo estamos tomando como modelo sencillo de
introduccion.

Con la hoja de calculo “Cartesius”, se pueden construir productos
cartesianos condicionados. En el problema que nos ocupa
planteariamos esto, que se comprende sin mas explicacion:

xtotal=3
x1=2..5
x2=0..3
x3=3.7
suma=9

Y obtendriamos

>
W

[x1 X2 X4

s RWWWWNN NN
= ON =20 WN=20 W =0
O bW DWER D A0~

Como era de esperar, son los mismos resultados. Veamos ahora el
método que deseamos explicar hoy.

Funcion generatriz

La idea revolucionaria de la funciéon generatriz consiste en sustituir los
distintos elementos numéricos por potencias de una indeterminada, y
los conjuntos convertirlos en polinomios. Asi el producto cartesiano
{2,3,4,5}0,1,2,343,4,5,6,7} se puede escribir en forma de producto de
polinomios:

0+ 53+ XM xXO)(14x+ X2+ ) (C+ xM+ 3+ X%+ x7)
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Es facil darse cuenta de que si multiplicamos algebraicamente estos
polinomios, el término de grado 9 tendra como coeficiente el nimero
de particiones pedido, en este caso 13.

Hemos sustituido una técnica de conteo por otra de tipo algebraico o
analitico (esto ultimo lo veremos mas adelante)

En este caso tan sencillo parece que esto es una complicacién, pero
en casos generales veremos que puede resultar muy util. Por dos
motivos:

Las técnicas algebraicas y analiticas permiten simplificar ‘estos
productos y encontrar directamente el coeficiente deseado.

Al desarrollar estos polinomios no solo resolvemos el problema para 9
cuentas, sino para cualquier otro total posible.

Disponemos en este caso de una ayuda,y es que sabemos sumar muy
bien las progresiones geométricas. Asi, el producto de polinomios dado
se puede expresar como

2 — D - D3 - 1)
(x—1)3

P(x) =

Este a su vez se puede simplificar

x18 —2x 1% —x13 4 x10 4 2x% — x5
(x-1)*

P(x) =

Con tres pasadas del algoritmo de Ruffini encontraremos todos los
coeficientes (omitimos los que no influyen en el problema)
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Hemos destacado el que nos interesa: con grado 9 aparece el
coeficiente 13, que es la solucién, pero este procedimiento nos
devuelve mucho mas. Por ejemplo, con suma 7 solo son posibles
estas elecciones: 7=2+0+5=2+1+4=2+2+3=3+0+4=3+1+3=4+0+3, seis
en total, como marca el esquema, y con suma 14 sélo deberan
aparecer 3. Son estas: 4+3+7 = 5+3+6 = 5+2+7

Hemos resuelto varios problemas en uno

Si dispones de un CAS puedes ahorrarte bastante trabajo. Aqui-tienes
el resultado con la calculadora Wiris (hemos recortado la imagen)
Compara los coeficientes con los que resultan con Ruffini.
p(x)=x~18=-2x~14=x 13+ x~10+x*9-x 5 =+ xex B2 xM -y 410 40— x5

q(x)=x"3-3x"2+3x-1 =+ xxI=3.x2+3.x-1

p(x) [Q(x) = x®-2.xM-xB+x0sxI-x5 |x3-3-x2+3-x-1
3 X5+ a6 1+ 10112413011+ 14 x 10413 %9 +10- 18 467

-36-x2+63-x-28
I =
Es normal que pienses que es mucha complicacién, pero se trataba de
un problema elemental. En sucesivos apartados daremos un enfoque
tedrico a las funciones generatrices y nos complicaremos un poco,

descubriendo asi su utilidad.

LA TEORIA

En el apartado anterior presentabamos como un artificio sustituir los
elementos de un producto cartesiano condicionado de conjuntos
numericos por polinomios en una indeterminada con exponentes
idénticos a los numeros a combinar.

Ahora lo convertiremos en un desarrollo tedrico.
Funcion generatriz de un conjunto numérico

Dado un conjunto ordenado de numeros reales o complejos (aqui
usaremos casi exclusivamente los enteros positivos) {ao, a1, a,, as,...an}
llamaremos funcién generatriz (ordinaria) o generadora del mismo al
polinomio de la forma
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n
P(x) = ag + @y x1 + apx?+azx® + - ax™ = E a;xt
i=0

Si el conjunto tiene infinitos términos sustituiremos el polinomio por una
serie de potencias, pero en este caso la igualdad

oo
P(x) = ag + a;x' + apx?+azx?® + - = Z aixi
i=0

solo tendra sentido si dicha serie posee un radio de convergencia no
nulo y la funcion esta definida dentro de ese radio. No.obstante, aqui
no trataremos la convergencia, sino las relaciones ‘entre coeficientes.
Si no converge, P(x) no sera una funcion, pero las técnicas siguen
valiendo.

Casos sencillos

El caso mas sencillo de funcion generatriz es la que corresponde al
conjunto {1,1,1,1,...1}

Si este es finito con n elementos, sabemos que su funciéon generatriz
se puede obtener mediante la férmula de la suma de una progresion
geomeétrica

1— x?’l+1

T+x+x2 4+ x4 . hx"=
1—x

Ya.usamos esta formula anteriormente.
Si el conjunto es infinito {1,1,1,1,...}también es sencillo verificar que

1

T+x+x?+x3+- =
1—x

Aqui nos encontramos con la potencia que tiene este método. Si
derivamos miembro a miembro (omitimos detalles y también la
cuestion de la convergencia) nos encontraremos con que

1
14+ 2x+3x2+ 43+ 0o = ————
(1—x)?
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Por tanto esta es la funcion generatriz del conjunto {1,2,3,4,....}

La formula del binomio de Newton nos proporciona otro ejemplo de
funcion generatriz. Los numeros combinatorios para un n dado tienen
por funcion generatriz (1+x)" ya que

1+x)™ :Z (?) xt

i=0

Podiamos seguir dando ejemplos hasta llenar paginas enteras, pero
destacaremos especialmente dos técnicas

Manipulacion algebraica

Con las técnicas algebraicas y sin plantearnos ahora el problema de la
convergencia podemos encontrar.la funciéon generatriz de muchos
conjuntos de coeficientes.

Por ejemplo, es facil encontrarla para los numeros de Fibonacci Fq F;,
F,, Fs; F4..., de los.que suponemos se conocen sus valores y
propiedades. Observa estas manipulaciones:

F(X)=Fo+Fix+Fx’+ Fax’+ Fax+.. .=
FotFix#(Fo+Fa)x+(F#Fo)xC+(Fo+Fa)x*+... =
FotFox+(Fo X% Fy x>+ Fp x*+...) + (Fy X+ Fo X+ Fa x*+..))

Pero en los paréntesis se esta reconstruyendo F(x) de alguna forma,
por lo que podemos escribir (pon tu los detalles)

F(x)= Fo+Fx+F(x) x®+(F(x)- Fo)x
Despejamos F(x), sustituimos F, por su valor O (a veces se toma 1) y

F, por 1y ya la tenemos:

i A p—
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Solo hemos usado técnicas algebraicas sencillas. Mas adelante
comprobaremos este resultado.

Manipulaciéon analitica

Si consideramos la derivacion e integracion formales podemos
encontrar facilmente funciones generatrices. Ya hemos considerado un
ejemplo de derivacion.

De la misma forma podemos usar la integracion. Por ejemplo en la
geomeétrica podemos integrar

1

1+x+x?+x3+- =
1—x

Nos resultaria entonces

Fxbox?axt baxtt I

o+x+—-x =X —-Xx --=In
2 3 4 1-x

En cualquier manual puedes encontrar muchos ejemplos similares de

este tipo de manipulacion. No olvides que podemos mezclar las dos

técnicas, analitica y-algebraica, asi como sumar, multiplicar y otras.

Problema inverso

Si la serie que define la funcién generatriz converge y conocemos esta,
encontrar los coeficientes de la misma siempre es posible por la
férmula de McLaurin

(e 4]

(m)
P(x) = z P x"

n!

n=0

Es un camino muy pesado, pero seguro. Sin embargo el problema
contrario de dar los coeficientes y encontrar la expresion de P(x) quizas
no lo puedas resolver. Es el clasico problema de la suma de series.
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Con la ayuda de un ordenador se puede simplificar el proceso. Damos
un ejemplo:

Antes vimos que los numeros de Fibonacci tenian como funcion
generatriz (si se toma Fy=0. A veces se toma Fy=1 y entonces tiene
una expresion ligeramente distinta)

Fx)=———
(x) 1—x—x2
Si tuviéramos posibilidad de desarrollar por McLaurin en algun lenguaje
0 programa, nos ahorrariamos mucho trabajo. Nosotros lo hemos
hecho con el lenguaje PARI. Se entiende facilmente aunque no se
haya usado nunca:

{write("final.txt" ,taylor(x/(1-x-x"2), x,12))}

Ordenamos que escriba en el archivo “final.txt” 12 términos del
desarrollo de Taylor (es en x=0) de la funcién dada. El resultado es:

O+x + x*2 + 2*x7A3 + 3*xA4 + 5*x"5 + 8*x"6 + 13*x"7 + 21*x"8 +
34*x"9 + 55*x710 + 89*x*11 + O(x*12)

Como vemos, los coeficientes son los numeros de Fibonacci. Si
quisiéramos hacer F,=1/nos daria otro resultado, pues la funcion
generatriz seria 1/(1-x=x) (intenta demostrarlo)

Programariamos en PARI esta variante:
{write("final.txt",taylor(1/(1-x-x"2), x,12))}
Obtendriamos la sucesion comenzando en 1:

1+ x+ 2*°%x*2 + 3*x*3 + 5*x* + 8*x75 + 13*x6 + 21*x 7 + 34*x"8 +
55*x"9 + 89*x710 + 144*x*11 + O(x"12)

Lo podemos intentar con el ejemplo del aparatado anterior, el de las
bolas de colores, cuya funcion generatriz sin desarrollar era

2t — D& — Dx3E5—1)

P(x) = G_D°

Deberiamos escribir en PARI
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{write("final.txt",taylor(x*5*(x"4-1)*2*(x"5-1)/(x-1)*3, x,20))}
Obtendriamos

xA5 + 3*"6 + 6°x"7 + 10"x"8 + 13*x"9 + 14*x*0 + 13*x"11 +
10°x*12 + 6"x*13 + 3*x*14 + x*15 + O(x"20)

Identificamos los resultados anteriores: Con grado 9 el coeficiente es el
esperado, 13. Para el grado 14 sélo 3 y para el grado 7 los 6 que ya se
obtuvieron.

Mas adelante veremos las funciones generatrices de combinaciones,
variaciones y demas. Hoy seguiremos con ejemplos:

¢De cuantas formas se puede descomponer el nimero 28 como
suma de primos distintos?

Los primos inferiores a 28 son 2, 3, 5, 7,11, 13, 17, 19, 23. Cada uno
de ellos o esta en la suma una vez o no esta. Entonces podemos usar
términos del tipo (1+x’) o (1+x'")=para combinarlos en la funcién
generatriz:

F(x)= (1+x%) (1+x%) (1+x%) (1+x7) (1+x™1) (1+x™) (14x"7) (14x"°) (1+x%)
Desarrollamos con wxMmaxima y nos da (hemos recortado la imagen):

x84 %8044 x7%4+4 x7845 x 77 +5 x7%45 x P46 x ¥ +5

9 x°7+10 x%6+9 x°%+10 x°*+9 x53+10 x52+9 x%1 +10

Brext+8 xP+6 x%2+7 x%1+6 x0+6 x295

42 x0+x%+x8+2 x7+2 xS +x¥+x?+1

Vemos que para el exponente 28 el coeficiente es 6, luego existen 6
formas distintas de expresar 28 como suma de primos distintos

Lo comprobamos con nuestra  herramienta  PARTLISTA
(http://hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramientas/herrarit.hntm#re

prenum)
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|Esribe aqui el némero g

11417
b ]
H5+H13
HH1S
3B
21-305!-7!-1'!

Con ella vemos las seis sumas:
28=11+17=5+23=3+5+7+13=2+7+19=2+3+23=2+3+5+7+11

Con la funcién generatriz hemos conseguido también otros muchos
coeficientes, pero cuidado con la lista de primos 2, 3, 5, 7, 11,13, 17,
19, 23. Este desarrollo sélo valdria hasta el 28. Para nimeros mayores
deberiamos afiadir (1+x*°)(1+x*")...

Con la funcién generatriz podemos resolver varios problemas a la
vez.

Estos desarrollos algebraicos son pesados-incluso con ayuda de los
CAS. Seria bueno elegir un solo coeficiente en ellos. El lenguaje PARI
que estamos usando ultimamente (es gratuito aunque de gestién poco
amigable) posee la funcion POLCOEFF(P(x),E) en la que P(x) es un
polinomio y E unexponente dado, y nos devuelve el coeficiente de ese
polinomio correspondiente al grado E. Nuestro problema del 28 se
calcularia asi:

print(polcoeff((x 2+1)*(xA3+1)*(x \5+1)*(X A\ T+1)(x M 1+1)*(x "13+1)*(
xM7+1)*(xA19+1)*(x23+1), 28))

Daria un resultado de 6. Si cambiamos 28 por un numero inferior
obtendremos mas resultados. Para numeros superiores deberiamos
incrementar los primos.
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COMBINACIONES Y VARIACIONES

Ya vimos esta relacion
n
no_ n i
(1+x) —Z(i)x

i=0

Es el clasico Binomio de Newton y nos da de forma inmediata la
funcién generatriz de las combinaciones de n elementos sin
repeticion.

Esta forma de expresar los numeros combinatorios da lugar a
demostraciones muy sencillas de algunas de sus propiedades.
Observa esta identidad

A+0m-1+2)"=(1+x)mn

Si la desarrollas da lugar a la identidad de Vandermonde

GURWHIEN

k=0

Basta imaginarse como seria el producto de las dos potencias

De igual forma, de esta otra identidad
A+)"" =1+ +x(1+ )"
Nos resultaria
n+1y_ /M n
("% ) =G+ (k=1)
Basta con igualar términos con el exponente k

Asi se podria demostrar otras similares.

Combinaciones con repeticion
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La férmula del binomio de Newton es valida también para exponente
negativo, pero en ese caso los numeros combinatorios tendrian la
forma

—n (—n)(—n-1D(-n—-2) .. - Mn+1Dn+2)..(n+r—1)

( r ) - r! =D r!

Pero la dultima expresion coincide con las combinaciones con
repeticion, luego

A+x)™= i(—nf("*:‘ Y
r=0

Seria, teniendo en cuenta los signos, la F.G. de las combinaciones con
repeticion.

Caso de elementos con repeticiéon prefijada

Este es el caso con el que comenzamos a estudiar las F.G. hace dos
entradas. Si deseamos combinaciones con repeticion, pero en las que
algunos elementos tienen un maximo en su repeticion (no se suele
estudiar este caso_en los niveles elementales), debemos usar otra
técnica. Por ejemplo:

Disponemos de varias fichas en cada una de las cuales se ha dibujado
una forma distinta. Por ejemplo esta distribucion:

© O |& |& |& |% |® |? [T

¢De cuantas formas distintas se puede tomar un conjunto de
cinco simbolos? Al hablar de conjunto, no tendremos en cuenta el
orden.

Basta usar, como ya vimos, un producto de polinomios en los que los
exponentes representan las repeticiones posibles de cada simbolo:

F(X)=(1+x+x3) (15 +3) (1 x40 +x%)
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Buscamos con PARI su coeficiente de grado 5, que representa los
elementos seleccionados:

print(polcoeff((x"*2+x+1)*(x"3+x"2+x+1)*(x *4+x"3+x"2+x+1),5))
con un resultado de 11 posibilidades

Son estas (con la hoja Cartesius):

Podemos interpretarlas asi:
TPPTRE TTTEE TTPEEX PrTrTO  ?PRTe© wowxx®
TEERXO TTTOO0 TTPxOO© WEROO  wXZxEO

Este método es general:.para crear la F.G, en un caso de
combinaciones con repeticiones prefijadas basta con formar
polinomios de potencias para cada uno de los elementos y
después multiplicarlos todos.

Funciones generatrices exponenciales

Hasta ahora hemos' manejado combinaciones, no hemos tenido en
cuenta elorden. Cuando éste interviene, para abordar las variaciones y
permutaciones, necesitamos otro tipo de funciones generatrices, las
exponenciales:

Dada una sucesion de numeros (en general complejos) {ao, a;, ay,
as,...an..} llamaremos funcién generatriz exponencial de esa
sucesion a la formada por

ax  ayx? azx®  aux?t
S T T TR TR
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Es idéntica a la definicion general, pero en cada término de la suma
dividimos entre el factorial del exponente. La raiz de esta técnica esta
en el desarrollo del binomio de Newton, en el que podemos sustituir
Cm,n por Vm,n/n!

De esta forma, si (1+x)" era la F.G. de las combinaciones, también
sera ahora la F.G exponencial de las variaciones. Esta idea no es de
mucha utilidad asi en general, pero nos sera muy util en lo que sigue.

Variaciones con elementos repetidos

Un caso que no se suele estudiar en las ensefanzas medias es el las
variaciones en las que se permite un maximo de’repeticiones para
cada elemento. Por ejemplo, tomar variaciones de 4 elementos en este
conjunto de elementos con repeticion: AAABBCDD.

Efectuamos previamente un acercamiento'sin F.G.

En la imagen hemos obtenido con' Cartesius todas las posibles
combinaciones, escribiendo en cada columna el nimero de veces que
se toman A,B,C y D, contando después las distintas ordenaciones de
cada una. La suma obtenida fue de 162 variaciones.

Probamos ahora con una F.G. exponencial para cada elemento, hasta
3 para A, 2 para B y D y una para C. Observa que los términos de los
polinomios estan divididos entre factoriales.

FG=(1+x+x"2/2+x"3/6)(1+x+x"2/2)(1+x)(1+ x+x"2/2)

Desarrollamos esta funcidon con wMaxima
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(%11) p: (1+x+x"2/2+x"3/6) * (1+x+x"2/2) * (1+x) * (1+ x+x"2/2):
ratexpand(p) ;

(22 V(x® x2 3

(%01) (x+1)|—+x+1| |—+—+x+1

\ 2 J\é 2

4

x° %7 11x% 11x5 27x% 26x° 15x°
(302) —+—+ + + 4 +
24 3 8 3 4 3

+4 x+1

Nos resulta para el exponente 4 un coeficiente de 27/4, pero
recordemos que es una F.G. exponencial, luego hay que multiplicar por
4! para encontrar el verdadero coeficiente, el nimero de variaciones:

27/4*41=27*6=162, que confirma el resultado previo.

Lo que hemos aprovechado en realidad es que al escribir estos
paréntesis cada elemento esta representado por los érdenes que
puede presentar. Si usamos este factor (1+x+x"2/2+x"3/6) lo que
estamos comunicando es que x*2 presenta dos posibles érdenes (que
al repetir el simbolo se han perdido) y que xA3 proviene de 6 6rdenes
(permutaciones con tres elementos)

Quiere decir lo anterior que las. contribuciones al coeficiente final de
xM, 27/4, ya vienen descontados los 6rdenes que se han perdido al
repetir. Al final, al multiplicar por el factorial de 4, nos quedamos con
los ordenes verdaderos. Es un poco complicado de entender, pero
estudialo, que funciona.

Lo comprobamos para el variaciones de 3 elementos: el coeficiente es
26/3 y si multiplicamaos por 3! nos queda 26*2=52

Lo.comprobamos con Cartesius

Lo generalizamos sin demostracion:
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Para encontrar el niumero de variaciones con repeticiéon en el que
conocemos el numero maximo de repeticiones de un elemento, sean
por ejemplo k, aportaremos a la F.G. un factor del tipo
1+x+x%21+x3/31+...+x*/k! por cada elemento.

Permutaciones con repeticion

La funcion generatriz que hemos empleado para variaciones coincide
con la de permutaciones si el coeficiente que buscamos coincide con el
total de las repeticiones de simbolos. En el ejemplo que estamos
usando, AAABBCDD, el total de elementos es 8. Busca en el desarrollo
mediante wMaxima de arriba el exponente 8 de la F.G. 'y veras que es
1/24. Como estamos usando funciones exponenciales, el verdadero
valor sera (1/24)*8! = 1680.

En este caso no es necesaria la F.G., pues ya sabemos que el nimero
de permutaciones de AAABBCDD se  calcula mediante 8!/(3!2!1!12!)
=8!/24 = 1680, pero es conveniente comprobar que en este caso
también funciona la técnica de las'F.G.

PARTICIONES Y FUNCIONES GENERATRICES

Unimos hoy dos conceptos que ya hemos tratado en el blog:
Particiones de un numero:

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2011/01/montones-de-piezas.html

Funciones generatrices:

http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2013/03/funciones-generatrices-
en-combinatoria 14.html

Al unir las dos dan resultados mucho mas potentes. Recomendamos la
lectura previa de ambas. Recorreremos ahora los principales tipos de
particiones, ayudados también por nuestra hoja de calculo Cartesius.

Particiones ordinarias P(n)
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En la entrada ya referida las estudiamos desde un punto de vista
general. Aplicaremos ahora el concepto de funcion generatriz.

Supongamos que deseamos encontrar todas las particiones ordinarias
del numero 6 (formas de representar 6 como suma con posible
repeticion de sumandos). Para ello no necesitamos ni funciones ni
técnicas informaticas. Con un poco de atencién llegaremos a que el 6
se descompone en suma de las siguientes formas:

6 = 5+1 = 4+2 = 4+1+1 = 3+3 = 3+2+1 = 3+1+1+1 = 24242 = 2+2+1+1
= 2+1+1+1+1 = 1+1+1+1+1+1

Son once en total. Se supone que no se tiene en cuenta el orden.

Si queremos expresar este proceso mediante funciones-generatrices
hay que recordar que sus sumandos provenian de exponentes en un
polinomio. En efecto, en este caso del 6 podemos considerar la funcion

F(x) = (14+xx303+ ) (103 +x8. ) (103EHEH ). (1+x5+x2+x 8. )

Si multiplicamos todo, el término.de grado 6 se compondra de todos los
productos en los que el primer paréntesis aporta los sumandos iguales
a 1, el segundo los que valen 2, el tercero, 3, y asi hasta llegar al 6.
Hemos tomado infinitas potencias en cada uno porque las mayores
que 6 no van a influir, pero gracias a ello la expresion se simplifica
como una progresion geométrica:

Fx) 1 1 1 1
* T 1-—x1—-x21——x3""1—x6

O expresado de forma sintética y generalizando hasta n:

n
F(n) | | -
n) = .
| 11 —xJ
j=1

Después volveremos a esta funcidn generatriz para adaptarla a casos
particulares. La comprobamos para n=6. Vimos en anteriores entradas
qgue con PARI se pueden desarrollar facilmente.

print(taylor(1/(1-x)/(1-x*2)/(1-x*3)/(1-x"4)/(1-x"5)/(1-x"6),x,7))
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Resultado:

1+x+2x"2+3x"3+5xM4+7x"5+11x*6+0O(x"7) con el coeficiente 11 para
x"6, como era de esperar.

Serian las once particiones esperadas. Como en ocasiones anteriores,
este método nos da mas, pues podemos leer otros coeficientes: con el
5 tendriamos 7 particiones, con el 4, 5, y asi...A la inversa, si en lugar
de pararnos en el 6 hubiéramos seguido escribiendo factores,
obtendriamos mas particiones, para 7, 8,... Asi que recordemos la
funcioén generatriz (F.G.) para las particiones ordinarias del numero n:

n

Fn) = 1_[1 —le

j=1

Podemos comprobar el resultado con nuestra hoja Cartesius. Basta
programar esto:

XTOTAL=6
XT=0..6
CRECIENTE
SUMA=6

Concreta un total de 6 conjuntos, formado cada uno por el rango 0..6,
en el que solo se seleccionan los arreglos crecientes (para evitar
duplicidades) y. con suma 6

Obtendriamos once resultados

X1 X2 X3 X4 X5 X6
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Intenta obtener otros resultados similares al planteado en este ejemplo.
Lo importante es que recuerdes la definiciéon de particién de un nimero
ysu F.G.

Particiones en sumandos distintos Q(N)

Si al descomponer un niumero en sumandos no permitimos que figuren
repetidos, obtendriamos resultados muy distintos, recogidos como la
funcion de particién Q(n)

En este caso la funcion generatriz se simplifica mucho, jpues.en los
paréntesis no han de figurar todas las potencias sino una sola por cada
sumando. Asi, para n=7 la F.G. seria

F(x) = (1+x)(1+x?) (1+x%)... (1+x)

y generalizando para n

F(x) = l_[(l +x7)
j=1

Para el caso de 7 podemos expandirla F.G. mediante wxMaxima

Archivo Editar Celds Maxima Ecuaciones Algebra Andlisis Simpificar Gréficos Numérico Ayuda
B SHK « 00 GO ©

(3111) p: (X+1) * (X 241) * (X~3+1) * (x~4+1) * (X 5+1) * (X~ 6+1) * (x~T7+1) ;
ratexpand (p) ;
2 a

Obtendremos un desarrollo en forma de polinomio, pero sélo seran
utiles los coeficientes menores o iguales a 7:

5X7+4x8+3x5+2x* +2x3+ X% +x+1

Ya tenemos la solucién, el 7 se puede descomponer en 5 formas
diferentes como suma de numeros naturales distintos:

7=6+1=5+2=4+3=4+2+1

Ademas, hemos obtenido que el 6 tiene 4 descomposiciones, el 5, 3 y
asi hasta el 1. Recuerda: estos son los Unicos fiables en el desarrollo.

Con Cartesius:
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XTOTAL=7

XT=0..7
CRECIENTE
SUMA=7
NO REPITE
5 soluciones
|X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
0 0 0 0 0 0 7
0 0 0 0 0 1 6
0 0 0 0 0 2 5
0 0 0 0 0 3 4
0 0 0 0 1 2 4

Particiones en partes impares P(N/Impar)

Aqui vemos rapidamente la utilidad de la funcién generatriz. Si en la
féormula general de las particiones eliminamos los pares de los
paréntesis quedaria

F(x) =
(1+x+2+. ) (103CHCHC. )10+ 08X ). (X 2483 )

que facilmente se traduce, al igual que en las particiones ordinarias, a
cocientes:

1 1 1 1
—x1—x31—-x51—-x7"

F(x)= 1

O bien

n
1
=] [
j=1

Por ejemplo, para n=7, usando PARI, nos resultaria
print(taylor(1/(1-x)/(1-x*3)/(1-x*5)/(1-x*7),x,8))

1+x+x"2+2%x " 3+2*x4+3*x " 5+4*x " 6+5"x*7+O(x"8)
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Como el coeficiente de xA7 es 5, ese sera el numero de particiones en
impares. Como son tan pocas, las podemos escribir directamente: 7 =
54141 = 3+3+1 = 3+1+1+1+1 = 1+1+1+1+1+1+1

Intenta comprobar, como en los casos anteriores, que con 6 resultarian
4, con 5, 3, y asi con todos los coeficientes resultantes.

Comprobacioén con Cartesius

XT=CONCERO
XTOTAL=7
XT=0..7
XT=IMPAR
SUMA=7
CRECIENTE
REPITE

La instruccién CONCERO significa-que a los impares les adjuntamos el
cero para representar los sumandos que no entran en una suma
determinada. Ademas, se impone la condicion de ser impares.

5 soluciones
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
0 0 0 0 0 0 7
0 0 0 0 1 1 5
0 0 0 0 1 3 3
0 0 1 1 1 1 3
1 1 1 1 1 1 1

Este resultado coincide con el de representar 7 con sumandos
distintos. En realidad siempre es asi, como demostré Euler usando
funciones generatrices:

El namero de particiones de un numero en sumandos distintos
coincide con el de particiones en sumandos impares

Con el uso de las F.G. todo se reduce a un artificio algebraico:
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Demostracion

Todo se basa en que

1—x2k

1+ xk=

1-xk

Asi que partiendo de la F.G. de la particion en elementos distintos,
representamos cada factor de esta forma, se simplificaran los factores
de exponente par y solo quedaran los impares en el denominador

n n . n
j 1—x% 1 ,
Q(X)zl |(1+x):| |1—x1' =| |1_x2j_1:P(n/lmpar)
j=1 j=1 j=1

En el caso de n=7 te proponemos una correspondencia biyectiva por el
método de Sylvester. Para que pienses un poco mas solo daremos el
proceso y tu sacas tus consecuencias:

7=6+1=5+2=4+3=4+2+1 = 2*3+1 = 5+2"1=4"1+3=4*1+2*1+1 y ahora
sustituimos cada producto por la suma correspondiente: 7 = 3+3+1 =
5+1+1 = 1+1+1+143 = 1+1+1+1+1+1+1

¢ Puedes generalizarlo?

Para el camino.inverso deberiamos expresar cada suma de repetidos
como suma respecto a potencias de 2 distintas que se sacan como
factor comun.

7 2 3+3+1 0= 5141 = A+141+143 = A+TH1+1414141 =
*2+1=542*1=4*1+3=4*1+2*1+1

Serian siempre todos distintos, porque o se diferencian en el nimeros
sacado factor comun o en las distintas potencias de 2.

PARTICIONES CON SUMANDOS RESTRINGIDOS

En la anterior entrada hemos supuesto que el nimero de sumandos en

una particion era libre, hasta el mayor posible. Puede ocurrir, sin
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embargo, que solo deseemos usar un maximo de hasta tres
sumandos, o exactamente cuatro o cualquier otra posibilidad. Por otra
parte, los sumandos pueden estar restringidos en magnitud dentro de
un rango. Esto complica un poco las cuestiones.

Veremos con algunos ejemplos la utilidad de las funciones generatrices
y la posibilidad de comprobar resultados con la hoja Cartesius.

¢De cuantas formas se puede descomponer el numero 8 en
sumandos no mayores que 47?

Si has entendido de qué van las funciones generatrices comprobaras
qgue la siguiente es la adecuada para este caso

F(X)=(1+x+x303+xM+ ) (103 8+ ) (103 HCHC+ ) (13 +x 2+

)

Como en casos anteriores podemos expresarlo como sumas de
sucesiones geométricas

1
1—x)(1—x2)(1—-x3)(1—-xb

sz4(n) = (

Y en general

k
1
Pyep(n) = | |m
j=1

Para aplicarlo al caso de 8 bastara buscar su coeficiente en la F.G.
aplicada al'caso en el que k=4. Lo escribimos en PARI

print(taylor(1/(1-x)/(1-x*2)/(1-x*3)/(1-x"4),x,9))
Y obtenemos
F.G.=1+x+2x"2+3*x"3+5*x"4+6*x*5+9*x"6+11*x 7+15*x*8+0O(x"9)

Luego la solucion del problema es P(8/sumandos no mayores que
4)=15
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Si lo planteamos con Cartesius obtenemos los 15

XTOTAL=8
XT=0..4
CRECIENTE
SUMA=8
REPITE

[x1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

NN N-N-N-N-R-N-N-A=-E=-X=)
- 200000 OOOCOOOOO
-2 a2 s000O0OO0OOOCOOOO
-2 222200000000
S A asaaasaNa 0000
S A A AN SN N S NN SO
S AN SN SN WD WR WA
SN WNWEN®W®E WSS

Particiones conjugadas

Ahora usaremos una técnica--muy simple, pero que da buenos
resultados. Como veiamos en otra entrada

(http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2011/02/particiones-de-un-
numero.html)

cada una de las particiones se puede representar mediante un
diagrama de Ferrer, en el que se adosan tantas filas como sumandos
entran en la particion, siendo la longitud de cada columna el valor del
sumando. Asi, la particion 8=4+2+1+1 se puede
‘ ‘ representar como

Cada fila representa un sumando: 4, 2, 1 y 1. Todos los diagramas que
formemos con estas 15 particiones tendran como maxima anchura
cuatro cuadrados.
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Lo bueno de estos diagramas, entre otras ventajas, es que si los
giramos convirtiendo las filas en columnas y las columnas por filas
seguiran siendo particiones, llamadas particiones conjugadas.

Asi, la particion 3+2+1+1+1

Se puede convertir en 5+2+1

Esta correspondencia es biyectiva. Si en las 15 particiones
consideradas ninguna podia sobrepasar la anchura de 4, sus
conjugadas no podran tener 'mas de cuatro filas, es decir, mas de
cuatro sumandos.

Esto es muy interesante: Las particiones en sumandos no mayores
que k coinciden en nimero con las particiones en no mas de k
sumandos.

En nuestro ejemplo: si existen 15 particiones de 8 en sumandos no
mayores que 4, también seran 15 las que se obtengan con no mas de
cuatro sumandos libres.

Lo comprobamos, intercambiando en Cartesius el 4 con el 8, y vemos
que resultan también 15:

XTOTAL=4
XT=0..8
CRECIENTE
SUMA=8
REPITE

118



[x1 x2 X3 X4

N2sss000000O0COOCOO
NN -=2232a3NNaaas000O0O
MNNWON =2 ONWN AN O
NWWAOWADNODNODN®

Asi que si alguna vez no puedes construir la F.G. de un tipo de
particiones, puedes acudir a las conjugadas por si resulta mas sencillo.
El siguiente ejemplo lo aclara.

¢De cuantas formas distintas podemos descomponer el nimero
12 en exactamente cuatro sumandos?

Acudimos a la conjugada: Este problema es<el mismo que
descomponer 12 en sumas de las cuales el mayor sumando sea 4. De
otra forma: debe figurar al menos un 4 y elrestoser 1,2 o0 3.

De esa forma la F.G. es facil de obtener:
F(X)=(1+x+x23+. ) (1034 x5+. . ) A0+ HC+ ) (xAH+x3+x12+..)
(hemos suprimido el 1 en el mayor sumando)

Generalizando

X 1
P, = kl | .
(X)) = x T
j=1

Efectuamaos las comprobaciones en nuestro ejemplo
Con la funciéon generatriz y PARI
print(taylor(x*4/(1-x)/(1-x"2)/(1-x*3)/(1-x"4),x,9))

Desarrollo:
XM AXNS+2*XA6+3* XA T +5* X8 +6* X 9+9*x M 0+11*xM 1+15*xM 2+O(xM 3
)

Solucion: el coeficiente de 12, que es 15.
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Con Cartesius

Tenemos que eliminar el cero de los sumandos, para que sean
exactamente cuatro. Por eso el rango sera 1..12

XTOTAL=4
XT=1.12
CRECIENTE
SUMA=12
REPITE

Resultado 15

[x1 X2 X3 X4

WWNNNWWRNNNS A o oo
WWBWNDEWDWNGODAWN =
WBDOONOUONOODN®O

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
2
2
2
2
3

Problema conjugado

Ahora, en lugar_de cuatro sumandos, el maximo ha de ser siempre 4,
pero eso no es operativo, pues podemos eliminar siempre ese 4 y en
lugar de formar una suma 12 pedimos que la suma sea 8. Este
problema-o tenemos resuelto mas arriba y nos resulté 15, como era de
esperar.
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IDEAS PARA EL AULA

HISTORIAS DE UN TANTEO

Un partido de futbol terminé con el resultado de 5 a 2. ;Qué tanteos
previos, incluido el 0 a 0, se pudieron dar? ;Cuantas historias pudo
tener el partido hasta llegar a ese resultado final?

Este es un problema elemental que suele figurar en textos de
Combinatoria de tipo elemental o medio. La primera pregunta es muy
sencilla: como los goles caen de uno en uno, para llegar al 5-2 se ha
pasado por 8 tanteos (con el 0 a 0). Respecto al nimero posible de
historias o desarrollos, en este caso existen21. Si llamamos A a un
equipo y B a otro, la secuencia de goles puede haber'sido

AAAAABB, AAAABAB; AAABAAB, AABAAAB, ABAAAAB, BAAAAAB,
AAAABBA, AAABABA, AABAABA; ABAAABA, BAAAABA, AAABBAA,
AABABAA, ABAABAA, BAAABAA, AABBAAA, ABABAAA, BAABAAA,
ABBAAAA, BABAAAA, BBAAAAA

Pensando en el uso de esta cuestion en las aulas, se puede
aprovechar en varios tipos de aprendizajes distintos:

Representacion

Si el alumnado ha entendido lo que se pide, cdmo podria representar
la historia de un partido? Se podria sugerir que se inventaran varias
formas, y no sélo una, pues en ese caso la que surgiria mas natural es
la de escribir los tanteos y perderiamos otras. Por ejemplo, la historia
ABAAABA es muy probable que la representaran como 1-0, 1-1, 2-1, 3-
1, 4-1, 4-2 y 5-2. Otros acudirian a una doble columna o un diagrama
en arbol:
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B Tanteo

A
.

¢ Se te ocurren mas formas para representar las historias? Si se lo
encargas a tus alumnos quizas te den alguna sorpresa.

Recuento
¢ Por qué hay 21 historias posibles para el 5a 2?

Si usamos la primera representacion del tipo AAABABA descubriremos
que estamos tratando con permutaciones de .7 elementos con
repeticion, con A tomada 5 veces y B dos.

Segun la Combinatoria, su nimero es 7!/(21*5!) = 7*6/2 = 21

Si esto se plantea en el aula, el mejor momento seria el inmediato
anterior a la explicacién teérica. Asi se trabaja el problema a base de
recuentos y puestas en comun sin acudir a formulas.

Asi que este problema equivale a permutar dos elementos A y B con
un numero fijado para cada uno. No es dificil descubrir que también se
trata de un caso de combinaciones. En efecto, el equipo B ha de
conseguir dos goles, y existen 7 ocasiones para hacerlo. El primer gol
tiene 7 posibilidades en su localizacién y el segundo 6, luego en total
son 42 y hay que dividir entre 2 porque los goles son indistingibles.

También se trata de un problema de cajas y bolas. Hay que situar dos
bolas indistinguibles en siete cajas distinguibles con un maximo de una
bola por caja:

1.2 3 4 5 6 7
Y )
Tal como se indico antes, llegamos de nuevo a las combinaciones. El

nuamero de historias es C7,.
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Si das clases de Matematicas les puedes plantear esto a tus alumnos:
Los goles van cayendo uno a uno formando una lista de siete. 4 En qué
numero de orden es mas probable que caiga el segundo gol del
perdedor? Que cuenten, que cuenten...

Simulacion

Si se reparten monedas, dados o ruletas por la clase, se podrian
intentar algunas simulaciones. Por ejemplo, ;como se organizaria una
simulacion de las historias posibles del resultado 5-27?

Proponemos una técnica que tiene un peligro oculto: Se van tirando
monedas una a una. La cara puede ser un gol de Ay la cruz el de B.
Como A obtendra 5 goles, al llegar a ese numero rellenamos el resto
con B, y si se obtienen 2 goles de B, rellenamos con A.; Como simular
las historias posibles de un tanteo de 5 goles a 2?7

Si disponemos de una moneda, podemos asignar la cara al equipo Ay
la cruz al B. Si el resultado es 5-2; pararemos la simulacion cuando A
llegue a 5 0 B llegue a 2 y, en ambos casos completaremos sin tirar la
moneda. Por ejemplo, si la.moneda nos ha proporcionado la lista de
goles AABAB, completaremos hasta AABABAA, ya sin el uso del azar.
Si nos resultara AAAAA la convertiriamos en AAAAABB.

Si te interesa el disefio en hoja de calculo, te ofrecemos una simulacion
en la que las celdas importantes tienen todas la misma férmula. Esto
ultimo constituye un condicionante muy util para aprender a usar la
funcion condicional Sl.

Antes de nada, estudiemos el esquema de decision de la simulacién.
Lo ordenaremos como un organigrama o arbol de decision. La idea es
que la celda que contenga la férmula genere el simbolo A o el B de
forma aleatoria, pero que pare y rellene cuando el tanteo se haya
completado. Proponemos el siguiente:
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éEs
Parcial<Taotal?

51

Se sigue tirando.

¢Quedangoles
paraAy
también para B?
GA<TAy GB<TB

Se elige ¢Quedan goles
aleatoriamente para A?
un gol para Ao B GA<TA

5l NO
Elegimos un gol Lo elegimos para
para A B

Las variables usadas significan:

Total: Numero total de goles del tanteo

Parcial: Goles totales que ya se llevan.

GA: Goles que lleva A

GB: Goles que lleva B

TA: Total de goles de A en el tanteo

TB: idem de B

Esta estructura da una férmula para las celdas que contendran los
goles A 6 B:

=S|(Parcial<Total;SI(Y(GA<TA;GB<TB);SI(Aleatorio>0,5;"A";"B");SI(GA
<TA;I|A|I;IIBII));II ll)

Impresiona un poco; ¢ verdad?.

Si deseas estudiar mas a fondo esta estructura de celdas, descarga
este archivo: http://hojamat.es/blog/tanteos.zip

a [ 8 [ ¢ T o [T e [ ¢ [ 6 [ n [ 1 T

Historias de un tanteo

Tanteo A lIl B |I|

|A.Roldén 2011

Historia

Goles A 0
GolesB 0

» er B
N en B

A
3
0
3

s s B
w e ®

A
5
1
6

N Nw @

Total 0

E‘K}‘E‘E‘m‘m‘ﬂ‘m‘m|bw‘w‘ -

Y ahora vamos con el peligro: esta simulacién no produce sucesos

equiprobables. En el caso del tanteo de 2 a 2, por ejemplo, resultarian
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mas casos en AABB y BBAA que en el resto. Puedes verlo en este
listado procedente de una simulacion:

91
105
49
30
40
41

mPE @ D> >oD
PO @ r® e

- R SRS
@ rr®m@E

Si se estudia la simulacion mediante un diagrama en arbol se
comprenden mejor las probabilidades. Lo concretamos para un tanteo
de 2-2

Q

e
® BN,
114 @

118 1/8

Los circulos de color naranja representan los momentos de parada de
la simulacioén y su posterior.relleno con A o B. Se percibe claramente la
diferencia de probabilidades.

Para evitar esto se deben organizar las simulaciones completas, con
todos los goles fijados, y después desechar los que no coincidan con el
tanteo previsto. Por ejemplo, para simular un 3-1 tiraremos cuatro
monedas seguidas, lo que nos producira casos como AAAA, BABA que
habra que desechar, y quedarnos solo con AAAB, AABA, ABAA vy
BAAA. De esta forma obtendremos sucesos equiprobables.
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SOLUCIONES

PROBLEMAS

Combinado de murciélago

(a) Consideremos el caso contrario, que las cinco vocales estén juntas.
Si las consideraramos como un solo elemento, obtendriamos en total
6! permutaciones. Si después las permutamos entre ellas, de cada
permutacion se obtendrian 5!, luego el caso contrario constaria de 6!*5!
sucesos. Por tanto, la solucion pedida es 10!-6!"5! = 23542400
permutaciones..

(b) Solo existen dos configuraciones que cumplan lo exigido:
CVCVCVCVCV y VCVCVCVCVC, luego la.solucion es 2*5!*5! = 28800
permutaciones.

(c) Es similar al contrario de (a).-Basta eliminar el factor 5!, luego la
solucién es 6!=720 permutaciones.

Coloreando el tablero

La clave la tiene la primera fila (0 primera columna, segin como
desees trabajar), segun sus colores estén totalmente alternados o no.

Si estan alternados, s6lo hay dos posibilidades en la primera fila,
BNBNBNBN y NBNBNBNB. Estas dos condicionan a las demas, que
sbélo pueden colorearse negro bajo y blanco bajo blanco, o bien
alternados, negro bajo blanco o blanco bajo negro. Cada fila volvera a
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tener dos posibilidades, luego en total existiran 2° formas de colorear
de forma alterna: 2% =256.

El resto de las configuraciones de la primera fila condicionan
totalmente a todas las de abajo. Haz la prueba.

Luego solo quedarian 254 posibilidades. Sumamos y obtenemos la
solucion: 256+254 =510

Sumas generadas con tres cifras

Para las sumas comprendidas entre 0 y 9 y entre 18 y 27 no hay
problema de calculo, pues van apareciendo los numeros. triangulares
como suma de consecutivos:

S |0]1]/2|3 |4 |5 |67 |8 19
N(S) |13 |6 1015|2128 |36 |45 |55

En las sumas restantes hay que usar el esquema de decision sugerido
en el enunciado. Los datos que faltan son, que si S-A>=9, los casos
que aparecen son 19-S+A, y en el caso contrario S-A+1. Puedes ir
comprobandolo.

Por las ayudas incluidas y aplicando la simetria existente, se puede
pensar que la suma pedida estara entre 10 y 12

Para S=10 podemos construir una tabla con el valor de A, el de S-A'y
los casos producidos:

Suma 10 S-A Casos
10 9
9 10

N[O~ [wN]—=[O
Nfw]|H[OfoO[N]|
[N EN EI R EY EE
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Hemos dado con la solucion: S=10

En la tabla se han destacado en negrita los casos pertenecientes a S-
A>=9.

Como el problema tiene una contrapartida simétrica, existe . otra
solucién: $=17

Multicombinatorios

Solucion
so0s - (4°03) - (3%3) - ()~ (1) (%)~ (5)- ()~ (Y

Para llegar a esta solucion.con hoja de calculo existen dos caminos:

(A) Se forma el triangulo de Tartaglia. Puedes usar las hojas de calculo
contenidas en la péagina http://www.hojamat.es. (Ver apartado de
herramientas de Combinatoria)

Se selecciona todo el rango del triangulo y se le asigna el nombre de
Tartaglia.

Con la funcién =CONTAR:.Sl(tartaglia;3003) se buscan las veces en las
que aparece el 3003 u otro numero cualquiera que desees probar.

Con este procedimiento puedes encontrar otros numeros
“‘multicombinatorios”, como 120, 210, 1540, 7140, etc. Sus
descomposiciones en factores primos nos pueden dar una pista del
porqué de su propiedad.

120= 2*2*2*3*5; 210=2*3*5*7; 1540=2*5*7*11; 3003=3*7*11*13,;
7140=2*3*5*7*17
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La gran variedad de su factores primos hace que estos numeros
puedan aparecer en cocientes de factoriales, como los usados en los
numeros combinatorios.

(B) Se puede organizar una busqueda en Basic.

Como el cédigo es un poco largo, se incluye en el Apéndice, y aqui se
dara una idea de su construccion.

(1) Para cada numero N a probar se organiza un bucle doble para el
indice superior m del numero combinatorio y para k el inferior

El indice m recorrera los valores entre 1 y N, porque tiene que ser
menor o igual que él. El indice k recorrera todos los valores hasta que
el numero combinatorio iguale 0 sobrepase a N. Estas dos estrategias
se basan en el caracter creciente de los numeros combinatorios salvo
simetrias.

Para cada valor concreto de N se cuentan las veces en las que los
valores m y k producen un numero combinatorio igual a N. Se pueden
eliminar los casos triviales y los simétricos.

Una concurrencia

Solucion:

La imagen significaque T,.1 + a.b+Tp.1 = Taip

Ya que a(a-1)/2 + ab+b(b-1)/2 = (a*-a+2ab+b*b)/2 = (a+b)(a+b-1)/2

La férmula anterior, expresada mediante niumeros combinatorios, es
idéntica a la propuesta

)+ () rar=("7")

Respecto al experimento, hay que considerar que el numero de
combinaciones entre los n elementos de un conjunto viene dado por

(n] , asi es de aplicacién la igualdad anterior y resulta que cada vez
2

que un conjunto se convierte en dos de cardinales a y b
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respectivamente se pierden a.b combinaciones. Puedes verlo en la
siguiente imagen que corresponde a la particion de un conjunto de 7
elementos

6 combinaciones

21 combinaciones

Observa que en el conjunto de 7 elementos existen 21 combinaciones
entre ellos (segmentos de recta en_la imagen). Si descomponemos 7
en 4+3, las combinaciones se reducen a 6+3 =9.

Se han perdido 12, que se ‘corresponden con las existentes entre un
subconjunto y otro (producto cartesiano). que equivalen a 4*3 = 12.

Si seguimos descomponiendo apareceran nuevos productos, hasta
que todos los conjuntos ‘sean unitarios. Por tanto, la suma de todos
esos productos coincidira.con, que en este caso es 7*6/2 = 21, y en el
ejemplo de mas arriba, 12*11/2 = 66

Subfactoriales

(1) Para demostrar que D, = nD,.++(-1)" basta acudir a sus desarrollos:

n!(1—1+1—1+...(—1)”1J=
D. = n o2t 3 n!

n

11 1 o1 !
n-n=1)| 1-——+———+..(-1 +(-)"==n-D,_,+(-1"
( )( o2 3 =) (n—l)!j )  +
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Para la férmula de Euler D,=(n-1)*(D,.1*+D,.2) se sigue un procedimiento
similar:

:(n—2)!-(n—1+1)-[1—+—+...(—1)"2 ! J+(—1)"‘

Si ahora multiplicamos por n-1 queda

(n-1\D, ,+D, ,)= n![l —Lrl—l+...(—1)”*2 ! j+(—1)"‘ (n—1)

(n—l)(Dn_1+D”_2)=n!£l—1+1—1+ e +(—1)"_1-(n—1)J

no2 3 (n—2)! n!

B 1 11 o L (=)
(}’l—l)(Dn_]+Dn_2)—n!(l—l—!+5!—§+...(—l) rl)"i'Tj—D
Identidad del hexagono

La demostracion es puramente algebraica:

n—1\<n Yn+l) (n-1Y n Y n+l)_

(k—J(/HJ( k j_( k ](k—l](kﬂj

(n—D..(n—Fk+1) 5 n(n—1)..(n—k) 8 (n+Dn.(n—k+2)
(k=1)! (k+1)! k! -

Podemos reorganizar los factores y queda:

(n=1)..(n—-k) " n(n—=1)..(n—k+2) 8 (n+Dn.(n—-k+1)
k! (k—1)! (k +1)! -

L
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También podemos reorganizar factores si usamos solo factoriales:

n—1Y n \n+l 3 n—1Y n \\n+l _
(k—J(/HJ( k j_( k j(k—l][kﬂj

(n—=1)! " n! 8 (n+1)!
(k-D!(n—-k)! (k+D)!(n—k-1)! k!(n—k+1)!_

(n—1)! y n! y (n+1)! 3
Kn—k=1)" (k=Di(n—k+1)! (k+D)(n—k)!

Ll

Fronteras en un tablero

La solucion al problema es que el minimo vale 10, y se da cuando un
rectangulo de 10 por 5 se pinta de negro'y su complementario de
blanco. EI maximo, 180, se alcanza si todos los cuadrados blancos y
negros estan alternados como en el juego del ajedrez.

(a) Existen numeros que nunca se dan, como el 11, porque si en la
configuracién del 10. (50 negros a un lado y cincuenta blancos a otro)
se mueve un solo cuadrado de un color a otro, la diferencia entre
fronteras ganadas y perdidas nunca es 1)

(b) Si las bolas son-distinguibles, habria que multiplicar el resultado por
el factorial del'numero de bolas.

Chica, chico, chica

Solucién: es el conjunto complementario, los que tienen dos o mas
seguidos. Se hallan restando los anteriores a 2 elevado a n

Problemas de Combinatoria con comprobacion

La solucion es 48 banderas.
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La puedes lograr con un diagrama de arbol. Las primeras ramas son
tres, pero las siguientes solo pueden ser dos. Por tanto la solucion es
3*2*2*2*2 = 48

Para comprobar con Combimaq has de concretar estos datos:
Total de elementos: 3

Entran en cada arreglo: 5

Importa el orden: Si

Se pueden repetir: Si

Con ello obtendras un numero total de 243 posibles banderas.

Para obligar a que no se repitan colores en barras consecutivas has de
activar Condicion de tipo algebraico y rellenar la condicion

(SUT#SU2)*(SU2#SU3)*(SU3#SU4)*(SU4#SU5)

Obtendras 48 casos favorables, que es la solucion.

PROFUNDIZACIONES

Collares bicolores
Collares.de 2 negras y 4 blancas

C1
C2
C3
C2
C1
C1
C2
C3
C2
C1
C2
C3
C1
C2

o X

OO0OO0O0O00O0O0OXXXXX
OO0OO0OO0OOXXXX00O0

OCOXXXOO0OOX0O0O0OXO0
XXOOXO0OO0OX0O00OX0O0
OXOXO0OO0OXO0O0O0OX00O0
XOXO0OO0OX0O00OX000O0
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IDEAS PARA EL AULA

Historias de un tanteo

Si recorres los casos veras que los numeros de orden se reparten las
posibilidades asi:

N[O IWIN|—
OO |WIN|[~|O

AAAAABB
AAAABAB
AAABAAB
AABAAAB
ABAAAAB,
BAAAAAB
AAAABBA
AAABABA
AABAABA
ABAAABA
BAAAABA
AAABBAA
AABABAA
ABAABAA,
BAAABAA
AABBAAA,
ABABAAA
BAABAAA
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ABBAAAA
BABAAAA
BBAAAAA

Para cada posicion del segundo gol, sea k, el primer gol recorre k-1
posiciones.

El mas probable, por tanto, es el ultimo lugar.
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APENDICE

BUSQUEDA DE MULTICOMBINATORIOS

Entrada: Inicio (N1) y final de busqueda (N2)

Operacion: Busca numeros multicombinatorios entre el inicio'y el finl
dados.

Cédigo en Basic

Sub buscacombi

Dim fila,i,j,k,m,l,n

dim a,b,c
fila=10

for i=N1 to N2
a=0

m=1

while m<=j
n=1

I=m

while n<=int(m/2)-1"and I<=i
if [=iand'n>1 then

a=a+1

end if

[=1*(m-n)/(n+1)

n=n+1

wend

m=m+1

wend

if a>1 then

fila=fila+1
StarDesktop.CurrentComponent.sheets(0).GetCellByPosition(4fila).val
ue=i
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StarDesktop.CurrentComponent.sheets(0).GetCellByPosition(5,fila).val
ue=a

end if

next i

End Sub

FUNCION SUBFACTORIAL

Entrada: Un numero natural n

Operacion: Devuelve el subfactorial de ese nimero
Cédigo en Basic

Primera version

Public function subfactorial1(n)

dim s,i

if n=0 then s=1
if n=1 then s=0
if n>1 then

s=1

fori=1ton
s=i*s+(-1)Ni
next i

end if

subfactorial1=s
end function

Segunda version

Public function subfactorial2(n)
dim s,i,t,u

if n=0 then s=1
if n=1 then s=0:t=1
if n>1 then
s=1:t=0
fori=1ton
u=s
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s=(i-1)*(s+t)
t=u

next i

end if
subfactorial2=s
end function
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